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Tentamen i Linjéar algebra (TATA31/TEN1) 2020-01-16, 14-19.

Inga hjalpmedel, forutom passare, linjal eller gradskiva. OBS! Inga formler el-
ler liknande tryckta pa linjal eller gradskiva. Ej riknedosa.

For godként riacker 9 poéng och minst 3 uppgifter med 2 eller 3 podng. Godkénd kontroll-
skrivning (> 11p) ht2019 ger 3 poéng pa uppgift 1 (som alltsa inte behover 16sas) och 16p
eller mer ger 4 poéng pa uppgift 1. Markera detta genom att skriva ”G” respektive ”G+1”
i rutan for uppgift 1.

Fullstdndiga motiveringar kravs. Losningar ldggs ut efter skrivtidens slut pa

http://courses.mai.liu.se/GU/TATA31 /tentor.html

Resultat meddelas via e-post inom 10 arbetsdagar.

Alla koordinater for vektorer och punkter dr, om ej annat anges, givha med
avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" &r ett euklidiskt rum med
standardskaldarprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

1. Bestam de reella talen a,b € R sa att planen
My:x+ay+2=0, Il 2x+3y+az=—-1, Iz 3x+4y+32=2

skér varann ldngs en linje som, om mojligt innehaller punkten P = (9, —7,1). Ange
i sa fall linjen pa parmeterform.

2. Lat F:R?*—=R® vara en linjir avbildning med avbildningsmatris
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i standardbaserna for R? och R® och lat F*: R’>—<R? vara den linjira avbildning som
har A" som avbildningsmatris i standardbaserna for R® och R?. Visa att F*oF #r
symmetrisk och bestam en ON-bas av egenvektorer till F*oF. Lat f; och f, vara
egenvektorerna du just bestdmt. Berdkna  F(f;) och F(fy).

3. Lat v =(1,2,3,2,1) och betrakta underrummet
U =[(1,0,1,0,-2),(1,0,-3,0,2),(0,1,0,—1,0)] C R

Berakna

min |v — u|
uclU

samt for vilket u € U som detta minsta varde antas.

4. En lampa placeras i origo och skickar ut ljus i alla riktningar. En trianguldr skirm
placeras med hérnen i punkterna (1,1,3), (0, —1,1) och (1,2,5). Avgér om punkten
P = (60, 30,270) skuggas av skidrmen.



(3p) 5. Den linjara avbildningen F':P,—Py har i standardbaserna for P, och P, matrisen
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N = =
o o
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dér a,b,c € R. Bestdm a, b, ¢ sa att

q=1—-z+2°+2°+2' € N(F)

och bestam dérefter bas och dimension for noll- respektive virderum.
OBS! Basvektorerna skall i svaret skrivas som polynom!

(3p) 6. Avgor vilken sorts yta som definieras av ekvationen
Qx% +dx1x9 + 20123 + 81‘3 + dxoxg + 9x§ = 2.

Ange de punkter pa ytan som ligger nérmast respektive ldngst ifran origo (om sadana
finnes) samt vilket avstand dessa har till origo.

(3p) 7. Den linjira avbildningen F: R*—R? definieras av
F(x1, 29, x3) = (—x9 — 223,21 — 223,221 + 229).

Bestam F':s matris i standardbasen och ge en fullstindig geometrisk beskrivning av
vad F gor med vektorerna i R?.



Losningsforslag till TATA31, Linjir algebra, 2020-01-16

1. Skdrningspunkterna mellan planen fas genom att losa ekvationssystemet

r+ay+ z= b 1 a 1|06
20 + 3y +az = -1 <= 2 3 al?2
3r +4y + 3z = 2 3 4 3|2

Borja med att beridkna nollstéllena till koefficientmatrisens determinant.

1 a1 0 a 1 utv. efter
detA=12 3 al|®=]9-0 3 4 :{ kll ) }:
3 4 3 0 4 3 oL
4
= @-a)(-1*" | § é‘:(a—Z)(?)a—él):O{:)a:Q,g.

Determinantkriteriet (Sats 4.7.2, sid 93) ger da att systemet har entydig losning. dvs

planen skér varann i en punkt om a # 2, 3 och inte alls eller ldngs en linje om a = 2

4
eller a = =. Da vi ar ute efter en skidrningslinje undersoks fallen a = 2 och a = 3

separat.
1 2 1 b ro—217 1 2 1 b T =277 1 2 1 b
a=2: 123 2[2 |7 o0o-1 0]-20-1 |70 1 0of|26+1 |,
3 4 3|2 0-2 0]-3b+2 0 0 0 4+b
dvs losning saknas om b # —4 och planen skir varann lings en linje om b = —4.
Om vi l6ser systemet for a = 2, b = —4 fas skérningslinjen
T —4—-2y—2=10—1¢ 10 -1
Li:e|l y | =e -7 =e| -7 | +te| O |, teR.
z t 0 1

Vi ser hir ocksa att for t = 1 fas ortsvektorn for den givna punkten P = (9, -7, 1).

4 1 4/3 1 |b 3 4 3[3b\ 2 (3 4 3| 3b
a=3: 2 3 4/3|2 |~ 6 9 4|6 |~ [0 1-2|-6b-3 ],
— 3 4 3 |2 3 4 3|2 0 0 0] -3b+2

dvs 16sning saknas om b # 2/3. For a = 4/3,b = 2/3 skér planen varann léangs linjen

x 2/3—4y/3 —z=10— 11t 10 ~11
Ly-e|l y | =e —7+2z2=-7+6t =e | -7 +tel 6 |,teR.
z 3t 0 3

1
For att en punkt pa Lo skall ha z-koordinat 1 maste t = 3 vilket ger en punkt

skild fran P. Foljaktligen, far vi en skéirningslinje genom P = (9,—7,1) omm a = 2,
b= —4.

2. Enligt Sats 7.6.2, sid 186 dr A’A avbildningsmatris till F*oF. Eftersom
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ar symmetrisk och avbildningsmatris till F*oF i ON-basen standardbasen sa foljer
det ur Sats 7.7.14, sid 198 att F*oF ar symmetrisk.
Berikna egenviirden och egenvektorer till A*A.

det(AtA—A]):<1_9?:)\ 1'9:) =(19-))?-3"=0 <= A=19+3 =22 16,

-3-310 1 110 1
3-310 1-110 1
Satter vi

(1) ()

sa #r f, f, en ON-bas i R? av egenvektorer till F*oF. Slutligen, 1at e, och e; vara
stndardbaserna i R? respektive R®

1 -1 2 1
2 2 0 0
1 1 1 1 1 2
F(f)=F | —e = —e 3 -3 =—e| 6 | =—e;| 3 |,
( 1> (\/5_2 <_1 )) \/5_5 2 9 (_1 ) \/5_5 0 \/5_5 0
1 -1 2 1
1 -1 0 0
2 2 4 1
1 1 1 1 1 4
F(fz):F< 9( ))z—g 3 -3 ( ):—g 0| =-—7xe| 0
VAl RS A ACR] Il el I
1 -1 0 0
Anmirkning: Notera att F'(f;) och F(f;) kan skrivas
1 1 0
0 0 1
V211 1 1
F(f)=~"—e. | 3 | =v22—e.| 3 |, F(f)=V16—=e.| 0 |,
( 1) \/ﬁ <5 0 \/ﬁ_5 0 ( 2) \/5—5 .
1 1 0

dvs ON-basen av egenvektorer till F*oF" avbildas av I’ pa en ortogonal méangd dér

respektive bildvektor fatt langden \/egenvirdet. Detta dr ett exempel pa en generell
egenskap av enormt stor betydelse i moderna tillimpningar av linjér algebra. Talen

\/ egenvirde till A*A kallas A:s singuldrvirden.

3. Eftersom

Minsta avstand = ortogonalt avstand  (Sats 6.3.15, sid 150)

foljer det att

miplv —ul = ‘V N "HU‘ - ‘Vw‘ '



Bestdm déarfér en ON-bas i U och berédkna iy med hjilp av Sats 6.3.9, sid 146. S&tt
w =(0,1,0,—-1,0), wuy=(1,0,1,0,—2), wuz=(1,0,-3,0,2).

Da u; L uy véljer vi

0 1
1 0
. 1 N 1
fi=u,=—72e| 0|, HL=u=—7el 1
2 14 6 1o
0 -2
och ortogonaliserar ug.
1 1 1 1
1 0 0 0 0
u3”f £ (u30f1) f1 + (U30f2) f2—0 f1 + 6 el|-3 °C 1 e 1 = —€ 1 s
0 0 0 0
-2 -2 -2
1 1 1 1
0 0 1 0
Ug pop, = Us — U3, =€ 3 |+te|l 1 |=¢e|-1], f3= —29 -1
0 0 0 0
2 -2 0 0
Med v = (1,2,3,2,1) fas
V||U (VOfl) f1 + (VOfQ) fg + V'fg fg
1 1 1 1 1 1
1 2 0 0 2
=3 el 3 |ee]| 1 1 |+=1e]| 3 |ee|-1 el|l-1 | =
2 0 0 2 0 0
1 -2 -2 1 0
1 1 1 -3 -2
0 0 0 0 0
2 1 1
0 0 0 0 0
-2 0 -2 0 -2
sa att det sokta avstandet blir
3 2 5
1 6 0 1 6
mm\v—u\—‘v—V”U‘: 3| 9 | +e|-4 =3¢ 5 1=
uelU 6 0 6
3 2 5
1\/352+262 L 75+72—l 147—L
3 3 3 V3



4. Infor skdrmens hérnpunkters ortsvektorer som ny bas. I denna bas far skdrmens horn
koordinaterna (1,0,0), (0,1,0) och (0,0, 1). Skirmen kommer da att hamna i planet
med ekvation y; + yo + y3 = 1 (eftersom alla tre punkterna uppfyller denna ekvation
och ett plan dr entydigt bestdmt av tre punkter som ej ligger langs samma linje). De
punkter som da hamnar i skdrmens skugga blir ddrmed de som har positiva koordi-
nater i den nya basen och vars koordinatsumma &r stérre d&n 1. Vi far bassambandet

1 0 1
f=eT=e| 1-1 2
3 1 5

Berikna 77! och anviind sedan den till att bestimma koordinaterna for P i den nya
basen.

1 0 11 0 ONpera /1 0 1|1 0 ON?52/3 0 3|3 0 0 \rgirs
1-1 2/0 1 0[*<"0-1 111 0])%]0 3-3|3-3 0|
31 5/0 0 1 01 2KF3 0 1 0 0 34 1 1
30 0|7-1-1 7 -1 -1
~[0 3 0FIL-2 1]|=1T"'"= -1 -2 1
0 0 3KH4 1 1 4 1 1
60 L[ 711 2 4
OP=e| 30 :30f§ -1 -2 1 1| =10f| 5
270 4 1 1 9 2

Eftersom P:s koordinater i nya basen &r > 0 och deras summa storre &n 1 foljer det
att P ligger i skdrmens skugga.

5. Lat x, och x, vara standardbaserna i P, respektive P,. Borja med att bestdmma
a,b,csa att q € N(F).

1 1
-1 “1-3-1 1 a)\ |-1
F(q) = F(l—z+2*+2’+2Y) = F [ x, | 1 =x, (2 5 3-1 b 1| =
1 1 4 0-2 1
1 1
a+2 0
=x,| b-1 | =x,1 0| <= a=-2,b=1, c=5.
c-5 0

Berékna sedan en bas i N(F') genom att 1osa ekvationen AX = 0. Eftersom V(F)
ar holjet av kolonnvektorerna blir beroendeekvationen fér kolonnvektorerna samma
ekvation AX = 0. For kontrollens skull tar vi &ven med ekvationen “linjarkombintion
av kolonnerna = godtycklig vektor”. Tar vi allt detta samtidigt fas

1 -3-1 1-210 ag\ rs2y /1 3 1-1 2|0 -a

25 3-1 110 a | “X*[0-1 1 1-3|0 2ap+ta; | %"

1 4 0-2 5|0 ay 0 1-1-1 3]0 ap+ay

1 3 1-1 20 -a mism (10 4 2-7]0 Bag+3a
~1 0-1 1 1-3[0 2ap+ay < 0 1-1-1 3|0 -2ap-ay

0 0 0 0 010 3ap+tai+as 0 0 0 0 0]0 3ag+ta;+as



Vi borjar med N(F') och far da

—4r — 2547t -4 -2 7
r+s—3t 1 1 -3
X = r =r| 1 |4+s| 0|+t 0], nrsteR=
s 0 1 0
t 0 0 1
-4 -2
1 1
—p=x|1|=—44+2+2% pr=x,| 0| =-2+z+2°
0 1
0 0
7
-3
p3=x,] 0 =7—3x+ a2,
0
1

dvs p1,p2, ps ar en bas i N(F) som darmed har dimension 3.

For varderummets del betraktar vi nu nollrumslésningen som losning till beroende-
ekvationen for A:s kolonnvektorer. Kallar vi kolonnvektorerna fér qi,qs,qs,qas,qs
sa fas

r=1s=t=0: —dq1+q+q3=0 < q3 =4q1 — q,
s=1,r=t=0: -2 +q@+qg=0 < q4 = 2q; — qo,
t=1,r=s5=0: 7q1 — 392 +95 =0 < q5 = —7q1 + 3q>.

Satsen om l6jliga element (Sats 5.3.16, sid 111) ger da att

-1 -3
V(F) = [q17q27q37q47q5] - [Q17Q2] = |1Xo 2 , Xo 5 -
1 4

= [~1+4 22 + 2%, =3 + 5z + 427
sd —1+ 2z + 2%, —3 + 5z + 42 &r en bas i V(F) och ddrmed dim V (F) = 2.

6. Skriv den kvadratiska formen pa matrisform och beréikna dess egenvérden.

Qu)=Q (el = 956% 4+ 4x129 + 22123 + 83:3 + dxoxs + 9:c§ =
T3
9 2 1 X1
= ( Tr1 X9 XT3 ) 2 8 2 i) = XéAQXg,
1 2 9 T3
9-X 2 1 9-\ 2 1
det(A—X)=| 2 8x 2 |™=| 2 8\ 2 |M¥

1 2 9-A A-8 0 8-A



10-) 2
=8-)N)]| 4 8 2 :(8—>\)'
0 0
=@B=N((10=X)B8=A) =8 =(8=AN)(N 18\ +T2) =0 =
= A=8,9+81-72=94+3=12,6.

—_

10-1 2 |
4 8-A| T

—_

Da egenviirdena ar positiva ar ytan en ellipsoid. Sorsta och minsta avstand ges da
av ldngderna av ellipsoidens stor- och lillaxel. Lat nu fi, f5, f3 vara en ON-bas av
egenvektorer dir f; ar egenvektor till 6, f; till 8 och f; till 12. Da géller att

Qu)=Q | £ v = 6y; + 8y; + 12y5 =2 <

= S+ O = <1/yl¢§)2+ (17\2/1)2+ (175/6)2 -

Detta innebér att minsta respektive storsta avstand fran origo har vi i punkterna
vars ortsvektorer i nya basen &r

0
_ 1 S 1
Minsta avstand : OP,,;, = =f 0 =+—1f;, ‘OPmm‘ = —
1/V6 VG 0
Storsta avstand : OP,0. = £f 0 =+—1f |[OP, .| = —.
0 )+t PPl -

Det som aterstar dr ddrmed att berdkna egenvektorerna till 6 (som ger max) och 12
(som ger min).

32 1|0\ 22 /1 2 3|0\ mean /1 2 3]0
A=6 22 210 *" o240 2 o1 20| =
1 2 3]0 0 -4 -810 00 00
1 1 1 +1
— Xg=t|2 ]|, teR, fi=—e|[-2 | = Puww=—=(1,-2,1),
1 6\ 4 3v2
(32 110\ % /1 2-3]0\ min /1 2-3]0
=12 24 210 "2 o8 8|lo| * 0o 1-1]0]| =
1 2-3/0 0 880 00 00
1 1 1 +1
:>X12_t 1 ) teRa f3:—§ 1 :>szn —(1717]—)
1 37\ 4 3v2



7. Vi borjar med att skriva uttrycket for avbildningen pa matrisform.

—X2 — 2[L‘3
F(.Tl,ﬂfg, 1’3) = (—1’2 — 2373,.’171 — 21‘3, 2.1’1 + 25[]2) = e T — 2l‘3 =
2l‘1 + QI‘Q
0-1-2 X1
=e| 1 0 -2 To
2 2 0 T3
DA matrisen varken dr symmetrisk (den #r anti-symmetrisk, A" = —A) eller orto-

normal ar inte F' nagon av standardavbildningarna. Vi provar och ser vad F' har for

egenvirden.

A -1 =2 1=\ -1 -2

det (A—A)=|1-x-2|"Z"] 14n ) 2| = [[itxlz eftir} _
2 2 -A 0 2 -\ olonn
— -\ -2 2+1 -1 -2
—(1—A)’2_A’+(—1) (1+)\)’2_)\’_

(=N +4) - (1+N\+4) =
= A=A+ X =N) = (A+5A+ A = -9\ -\
vilket inte ger sa mycket mer &n att 0 dr ett egenvarde. Beridkna istéllet N(F') och

V(F'). Tag med ekvationen “linjarkombination = godtycklig vektor” for att fa ekva-
tioner for V(F'). Vi far

0-1-2|0 g\ ®22 (1 0-2|0 Yo
1 0-210 w | "0 1 2[0 -y |"7<"
2 2 010 ys 0 2 4]0 -2yy+ys
1 0-210 Y2
0 0 0|0 2y;-2ys+ys
Hér ser vi att ekvationen AX = 0 har l6sningen
T 2
Ty | =t|-2 |, teR= N(F)=1[2,-2,1]
XT3 1

och att ekvationen “linjairkombination = godtycklig vektor” &r 16sbar omm

2y — 2y2 +y3 = 0, dvs V(F) = {(y1, 2, y3) € R*: 2y1 — 2y + y3 = 0}.

) —~

Notera nu att basvektorn for N(F) &r normalvektor till planet som &r V(F), dvs

1
N(F) = V(F)*. Sitt darfor f; = §(2, —2,1) och fyll ut till en hoger ON-bas med,

tex
2 2 2 3 1
1 1 1 1
f2:§§ 1 R f3:f1><f2:§§ -2 X e 1 :§§ 6 :gg 2 ,
-2 1 -2 6 2
2



0-1-2 2 21 0 3-6
Ap=T"AT=-T""1 02|21 2]|==7T"[0 6-3]|=

2 2 0 1-2 2 0 6 6

1 [22 1 0 1-2 L (0 00 00 0

=-|2 1-2 0 2-1]==100-9|=3{00-1

S\1 22/ \0 22/ 3\o 9 o0 010

Ur denna matris kan vi nu se F' som en sammanséttning av tre avbildningar, forst en
ortogonalprojektion pa planet som utgor V(F) sedan en vridning 90° moturs kring f
foljt av strickning en faktor 3. Detta kan motiveras genom att faktorisera matrisen

0 0 O 3 0 0 1 0 0 0 0 O
30 0-1 =10 3 0 0 0-1 01 0
0 1 0 0 0 3 0 1 0 0 0 1

dar var och en av matrisfaktorerna ovan ar matris for ovannamnda standardavbild-
ningar. Man kan ocksa utifran detta se att F'(u) = 3f; x u.



