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Alla

koordinater for vektorer och punkter dr, om ej annat anges, givna med

avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" &r ett euklidiskt rum med
standardskaldarprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.
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(a) Berdkna arean av parallellogrammen med hérn i (1,1),(2,3), (4,2) och (5,4).

(b) Berékna determinanten

1 e 2 7
3 2 0 -m
0 -e 0 O
1 3¢ 0 =

(¢) Lat A, B och C vara nxn-matriser. Los ut matrisen X ur matrisekvationen
XA=(BX'+0C)".

Matriserna A, B, C' ar sadana att eventuella inverser som kan behovas forutsétts
existera.

Den linjira avbildningen F:R®*—R? #r siadan att F'(u) = w:s ortogonalprojektion i
planet II: z+2y—32z = 0. Bestdm F":s matris i standardbasen. Verifiera att din matris
ar korrekt genom att berikna F'(n) dir n dr normalen till IT samt F'(vy) och F(vs)
dar v, och vy ar en bas i I1.

. Betrakta underrummet

U =[(1,0,1,0,1),(0,1,0,1,0),(1,2,3,2,1)] C R.

Bestdm en ON-bas i U. Lat v = (1,2,3,4,5). Berdkna avstandet mellan v och U:s
ortogonala komplement.

Lat F:R*—R* vara en linjir avbildning med avbildningsmatris

1 2
2 3
A= -1 1
-3 1

i standardbaserna for R? och R* och lat F*: R*—=R? vara den linjéra avbildning som
har A’ som avbildningsmatris i standardbaserna for R* och R?. Bestéim, om majligt,
en ON-bas av egenvektorer till F*oF'.



(3p)

(3p)

(3p)

5. Om den linjira avbildningen F:R*—R? vet man foljande:

e (1,0,1) € N(F)
o F(1,1,0) = (1,-2), F(0,1,1) = (5,—10).

Bestdm F:s matris i standardbaserna for R? och R?. Bestim sedan dimensionerna
for noll- och varderum.

. Betrakta underrummen

U=[2+42—32% —4+2°+52° 20+2°— 2% CPs,
V= [—1+:c+:c2, 1— 2+ a3 —2—|—x+:c2—|—:1:3] C Ps.

Bestam dimension av U respektive V. Ange sedan en bas i UNV (OBS! Som polynom!)

. Ellipsoiden €2 och planet II ges av

Q: 3x§+9x§+6x§ <1, II: 21 — 229 4+ 2253 = 0.

Beridkna arean av den ellips som utgor snittytan mellan €2 och II.
Anmirkning: Att arean av en ellips dr wab dér a och b ar ellipsens halvaxellangder
far anvindas utan bevis.



Losningsforslag till TATA31, Linjir algebra, 2019-08—-29

1. (a) For att kunna anvinda vektorprodukten vid berikning av arean utvidgar vi
problemet till R® genom att ligga till en z-axel som pekar rakt in i papperet.
Punkternaa far da alla z-koordinat som &ar 0. Satt P, = (1,1,0), P, = (2,3,0)
och P; = (4,2,0).
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(b) Utnyttja utveckling efter rad/kolonn. Borjar med rad 3.
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(c¢) Riknelagarna for matriser (Sats 3.2.9, sid 61) och for transponering (Sats 3.2.13,
sid 63) ger
XA=(BX'+0C) = (BX) +C' = (X")'B' + C' = XB' + (" —
= XA-XB'=X(A-B)=C" <= X=C"(A-B)"

2. Dall: x 4 2y — 3z = 0 ldser vi av koefficienterna och sétter n = (1,2, —3). Da giller

Uen
F(u) = w,=u—u =u

— n.
ol



Enligt Sats 7.3.1, sid 174 skall vi bestamma F:s verkan pa basvektorerna. Vi far

1 1 1 1 1 14 1
F(el):el—ﬁ el 0 |ee| 2 e =11 le 0 | —el 2 =
0 -3 -3 0 -3
1 13
= ﬁg -2 )
3
1 0 1 1 1 0 2
F(es) = e e e | 2 el 2 = el 14 | —e| 4 =
0 -3 -3 0 -6
-2
1
6
1 0 1 1 1 0 3
F(e3) = e; 1 el 0 |ee| 2 el 2 =71 el 0 | +el © =
1 -3 -3 14 -9
3 13 -2 3
1 1
= ﬁg 6 — Ag = ﬁ -2 10 ©
5 3 6 5

Som bas for I viljer vi tva icke-parallella vektorer i II, tex v = (2,—1,0), vo =
(1,1,1). Har vi rdknat riatt ovan sa skall gilla att

Fn)=0, F(vi)=vy, F(vy)=wvy

eftersom projektionsriktningen alltid projiceras pa 0 och vektorer i projektionsplanet
projiceras pa sig sjalva. Vi far

1 13 -2 3 1 0

F(n) = 18 -2 10 6 2 | =e| O
3 6 5 -3 0

1 13 -2 3 2 2
Fvi)=e -2 10 6 | (-1 ] =e(-1
3 6 5 0 0

1 13 -2 3 1 1
F(vs)=2e| -2 10 6 1| =el1
3 6 5 1 1

sa matrisen ar korrekt.

3. Sitt
w =(1,0,1,0,1) uy=(0,1,0,1,0), wus=(1,2,3,2,1).

Vi borjar med att observera att u; L us och att de tre vektorerna &r linjért oberoende
(en linjarkombination av u; och uy maste ha samma 1:a, 3:e och 5:e koordinat och



det har inte ugz). For att ordna en ON-bas i U behover vi darfor endast normera uy,
U, ortogonalisera uz och dérefter normera. Vi far

1 0
0 1
~ 1 - 1
fi=uy=—72e| 1|, fb=u=-—72e| 0],
3 1o 2 11
1 0
3|Hf17f ] (U3 fl) f1 + (1130f2) f2 =
1 1 1 1 0 0
1 2 0 0 1 2 1 1
:§ e| 3 |ee | 1 el| 1 +§ el 3 |ee] O el 0 | =
2 0 0 2 1 1
1 1 1 1 0 0
1 0 5 0 5
5 0 1 1 0 6 1 6
:§g 1 |4+2e| 0 =3 el 5| +e]| O :§g 5 1,
0 1 0 6 6
1 0 5! 0 5)
1 5 3 5)
2 6 6 6
= = 3 L 5 —1 9 5 =
Ui e) T M8 T W e T © 9 —gg 6 "3 € 6 — e 6 B
1 5 3 5)
) 1 1
0 0 0
1 2 1
:—g 4 :——g —2 y f3:—g _2
3710 371 o V6| g
-2 1 1

Darmed ér f;, f5, f3 en ON-bas i U.
For att se vilket avstand som skall beriknas, studera nedanstaende principskiss dér
d markerar det sokta avstandet.
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Ur figuren ser vi nu att det sokta avstandet fas genom att berdkna )VHU‘ =d.

A (V'fl) f1 + (VOfQ) f2 + (VOfg) f3 =

I
1 1 1 1 0 0
. p 0 0 . 9 1 1
=—1lel| 3 |ee]| 1 el 1 |+=1]e]| 3 |ee]| O el 0 |+
3 4 0 o] 2 4 1 1
5 1 1 5 0 0
1 1 1 1 0 1
. p 0 0 o |0 6 |1 0
+—-|e| 3 |ee]|-2 e|l-2 |==-e| 1 |+=-e| 0 ]+0e]|-2]|=
6 1 0 ol 3 1ol 2 |1 0
5 1 1 1 0 1
3 3 1
3 3 1
—e|l 3| =d=le| 3 ||=3le| 1 ||=3V5
3 3 1
3 3 1

4. Sats 7.6.2, sid 186 ger att A'A #r avbildningsmatris till F*oF. Da F tar indata i
R? och F* ger utdata i R? foljer det att A’A blir en 2x2-matris (vilket ju forstas
blir resultatet om man réknar ut den vilket vi gér nedan). Oavsett format pa A
kommer A’A alltid att vara en kvadratisk symmetrisk matris. Da standardbasen i R?
ar en ON-bas foljer det att F"oF" &dr en symmetrisk avbildning. Dérmed finns enligt



spektralsatsen Sats 8.3.5, sid 215 en ON-bas av egenvektorer. Vi far

2

3| (15 4
1 _<4 15)’
1

-3
. 15-1 4 .
det (A'A — XI) = oy | =IB=0) =4 =0 <= A=15+4=19,11,
‘4 4]0 1-1]0 1 1 1
s (35]0)~(aalo) = x=e(i) n-me(1)
4 4]0 1 10 ‘1 1 (1
i=us (33]0)~ (o afo) = x=r(1) e-55=(1)

dvs f; och f; 4r en ON-bas av egenvektorer.

. Precis som i uppgift 3 skall vi bestimma matrisen genom att berdkna vad F' gér med

basvektorerna. Lat

3 .3 43 : 2 2
e}, ey, e; respektive ej,e;

vara standardbaserna i R? respektive R?.

Att (1,0,1) € N(F) betyder att F(1,0,1) = 0. Detta tillsammans med &6vriga
forutsattningar och linjariteten ger

F(1,0,1) = F (e}) + F(e})= 0
F(1,1,0) = F (e}) + F (e3) = (1,-2) = e —2e?
F(0,1,1) = F(e3) + F (e3) = (5,—10) = 5e] — 10ej

Detta ér ett linjirt ekvationssystem dér variablerna ér F'(e?), F(e3), F(e3). Pa matris-
form fas

1 0 1 0 1 0 1 0 -
1 1 0] e-222 |™<" |0 1-1]| &2-2e2 | ¥
0 1 1|5e?-10e; 0 1 1]5ei-10e;
1 0 1 0 m-rs (1 0 0 F2el+de;

~[0 1-1] €222 | X510 1 0]3e?-6el | —
0 0 1]2el-4e] 0 0 1|2el-4es

Fleh) =26} + 163 e, (] )
= { F(e))= 3el —6e; =e, (_2) — A= (_2 _3 _2).

Fleh = 26— 1et—ey(} )

\

Da V (F) &r holjet av avbildningsmatrisens kolonnvektorer ér dim V' (F') = 1 eftersom

alla tre ar multipler av vektorn e (

; ) Da F tar sina indata fran R*® ger dimen-
sionssatsen (Sats 7.5.6, sid 182) att dim N(F) = dimR* — dimV(F) =3 — 1 = 2.



6. Borja med att skriva bada rummen som losningsrum, d vs studera beroendeekvatio-
nen och L.K.=godtycklig vektor for att rensa 16jliga element och fa fram ekvationer
for rummen. Lat x = ( 1 =z 2% 28 ) vara standardbasen i P och satt

2 ! 0
p1=2+z—-32°=x (1] . Pa=—4+a*+52t=x (1) . py=2ztari-2’=x ? ,

-3 5 -1

-1 1 -2

q=—1l4z+2’=x 1 . qu=l—z+a’=x _(1) . Qz=—24z+rtrat=x 1

0 1 1

Vi borjar med U = [py, p2, P3)-
3

AMP1 + AoPa2 + A3p3 =0, ag + a1z + agx® + azr® =
2-4 0[]0 ap\ , 0, (1 0 2[0 b
1 0 210 o iy 0-4-410 ap-2a4 a3
0 1 110 a9 0 1 110 [¢5)
-3 5-1]10 a3 0 5 5|0 3a;+as
1 0 2|0 a;
0 1 110 [¢5)
0 0 0|0 ag-2a;+4as
0 0 010 3&1—5&2 + as

Hér ser vi att beroendeekvationen far en-parametrig 16sning, d vs det finns ett 16jligt
element. Déarur foljer dim U = 2. Fran L.K.=godtycklig vektor foljer det att systemet
ar losbart omm uttrycken i hogerleden i rad 3 och 4 bada &r 0, dvs

a0—2a1—|—4a2 :O}

B 2 3 .
U_{a0+a1x+a2l’ +azz” € Ps: 3a; — day + a3 =10

Gor nu om samma operationer med V = [qq, g2, qs]. Vi far

Mdi + Az + A3q3 = 0, ag + a1z + aa® + azz®

-1 1-210 ag N 1-1 20 -ag

1-1 110 a | =510 0-1]0 ag+ay | 453

1 0 1]0 a 0 1-110 ao+ a9

0 1 10 as 0 1 1|0 as

1-1 210 -ap 1-1 210 -ap

0 1-1[0 ag+as Lo 1-110 ao + as

0 0-110 ap + a; 0 0 1]0 - Q- ay

0 0 210 —-Qp—Q2 + asg 0 0 010 CLQ+26L1—CL2—|—CL3

Pa samma sidtt som ovan ser vi att beroendeekvationen hér &r entydigt losbar, dvs
d1, 2, qs ar linjart oberoende och darmed en bas for V. Foljaktligen dr dimV = 3.
Da systemet L.K.=godtycklig vektor ar losbart omm ag + 2a; — as + a3 = 0 &ar det
detta som blir ekvationen for V, dvs

V{a0+a1x+a2x2+a3x3€P3: a0+2a1—a2+a3:0}_



De polynom som tillhér UNYV &r de som till hor bade U och V, dvs de som uppfyller
badas ekvationer. Vi far

a0—2a1+4a2 =0
3a; — das + a3 =0 <—
a0+2a1— CL2—|—CL3:O
1-2 4 010 S— 1 -2 4 010
— o35 1]0] % [0 3 -5 1|0]|"<"
1 2-1 1|0 0 12 -15 310
1-2 4 0|0 1-2 4 010
~l0 35 1]0|™* [0 3 0 0[|0]=
0 0 5-110 0 0 5-110
ag 2a1 — 4day = —4t -4
aq 0 0
— = =1 y teR=
a9 t 1
as 5t 5
-4
—p=tx (1] (—44+2"+52°)eUNV teR
5

dvsq=—-4+2>+52°aren basi UNV.

. Byt till ON-bas dér planets normal &r forsta basvektor, dvs vilj f{ = n och fyll
sedan ut till héger ON-bas.

1 -2 1 2-2
1 1 1 1
fl:§§ -2 s gg g 1 :>T:§ -2 21 R
2 2 2 1 2
T 1 2-2 Y1
Xe=| 22 | =TX¢ = § -2 21 Yo
T3 2 1 2 Ys
Byte till denna bas ger att ekvationen for IT blir
T 1 1 2-2 U1
T =200+ 205=(1-2 2)| x| =(1-2 2)=(-2 2 1 ¥ | =
3
T3 2 1 2 Y3
1 Y1
5(9 0 0)| vo |=3y=0 <= y;=0.
Y3
Motsvarande kalkyl for ellipsekvationen blir
3 0 0 3 0 0 3 0 0
Qu)=XS10 9 0 |Xe=TY)'[ 0 9 0 |TYe=YT[ 0 9 0 |TYe=
0 0 6 0 0 6 0 0 6



10 0\, /1 2-2
:Yth030§—221Y£:
00 2 2 1 2
] 1-2 2 1 2 -2 ] 21 -6 0
—gyg 2 2 1](|-6 6 3 Y£:§Yg -6 18 6 | Y;=
-2 1 2 4 2 4 0 6 15
7-2 0
=Ye' (-2 6 2 | Y= Tyl + 6y +5y; — dyiye + dyoys.
0 25

Pa snittkurvan mellan ellipsoiden och planet géller

Ellipsoid:  7y? + 6y2 + 5y2 — 4y + 4yoys = 1
—
Planet: y1 =20
— Snittkurvan: 7-0® + 6y3 + 5y3 — 4-0-y2 + 4yoys = 63 + 5y + dyoys =

= (% y3)<g §><z§>:Q2(y2,y3)=1-

Detta dr ekvation for en ellips. Berikna nu egenvirdena for denna sa far vi halvax-
ellangderna nér vi skrivit den nya ekvationen pa standardform.

det (A —\I) = 5 53

11 112 —-104 11417
— A:?i 1 = 5 )

Byte till ON-bas av egenvektorer till dessa egenvirden ger den nya ekvationen

‘G—A 2 ‘:(6—)\)(5_)\)_4:)‘2_11)\_'_26:0<:>

2 2

11 17 11 — V17
PVIT, MoVIT, () (2 ) oy

Z2 _—
2 2 2 2
11+v17 11-v17

Ur detta avlédser vi halvaxelldingderna a och b,

/ 2 / 2
a=———, b=, ————,
11 — /17 11+ V17
4 2 ™

2 2
Arean = wab =7 =T =T = .
\/11 — \/17\/11 +17 112 - 17 V104 /26




