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Inga

hjalpmedel. Ej riknedosa.

For godként riacker 9 poéng och minst 3 uppgifter med 2 eller 3 poédng. Godkénd kontroll-
skrivning (> 11p) ht2018 ger 3 poéang pa uppgift 1 (som alltsa inte behover 16sas) och 16p
eller mer ger 4 podang pa uppgift 1. Markera detta genom att skriva ”G” respektive "G+1"
i rutan for uppgift 1.

Fullstindiga motiveringar kravs. Losningar ldggs ut efter skrivtidens slut pa

http://courses.mai.liu.se/ GU/TATA31 /tentor.html

Resultat meddelas via e-post inom 10 arbetsdagar.

Alla

koordinater for vektorer och punkter dr, om ej annat anges, givna med

avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" ir ett euklidiskt rum med
standardskaldrprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

(3p) L
(2p) 2
(1p)

Bp) 3

Betrakta planen
[y:3z+ay —32=0, Ilh:ar+2y—z=1, I3 3x+2y—3z=11.

For vilka virden pa a € R har planen exakt en skidrningspunkt? For ett virde pa a
ar tva av planen parallella. For detta viarde pa a, bestam avstandet mellan planen.

. (a) Bestdm den allminna losningen till differensekvationen

ap =  8lp_1 — bnfl
bn = —2a,-1 + 7bn—1 .

(b) Lat X, =

. ) vara losningen fran (a). Verifiera att din l16sning ar korrekt ge-

bn
nom inséttning i matrisformen av ekvationen, d vs visa att din 16sning satisfierar
AXn,1 - Xn

. Den linjéra avbildningen F:R°—R? definieras av

F($1,$2,$3,ZE4,ZE5) = (IL’l +IE2+2ZL‘3+3I‘4+I‘5,IE1—2[E2—ZL‘3+4ZE5,I‘1—ZL‘2+I‘4+3I‘5).
Bestdm matrisen till F med avseende pa standardbaserna i R® och R®. Visa att

(4,1,2) € V(F) och ange alla v € R’ sadana att F(v) = (4,1,2). Ange ocksa
dim N (F).

VAND!



(2p)

(1p)

(3p)

(3p)

4. (a) Bestdm minstakvadrat-16sningen till det olosbara ekvationssystemet

r+2y= 1
x4+ y= 2
x4+ y=-5"
—2r + 3y = 2

(b) Lat
U=1[(1,3,1,-2),(2,1,1,3)] CR*, och v=(1,2,-5,2) e R".

Anvénd 16sningen fran (a) till att bestimma Vi

. Betrakta den kvadratiska formen

Qu) =@ <g ( = )) = 42? — 24w 75 + 1122,

T2

Vilken sorts kurva definieras av ekvationen Q)(u) = —207 Rita kurvan noggrannt (i
x1x9-systemet). Relevanta punkter, avstand, huvudaxelriktningar etc skall framga av
din figur. Figuren skall redovisas pa separat papper! Vilj skala fornuftigt.

. Betrakta underummet

U=[-1+4+z+2* 14+2—2° —1+320+22> —2° 4+ 20 +2°—32° CPs.

Bestdm en bas i U och fyll ut denna till en bas i P3. Ange koordinaterna for
q =3+ 5z + 2% — 42° i den bas du valt.

. Antag att F:R3>—=R? dr en symmetrisk linjir avbildning for vilken giller att

F(1,1,1) = (6,11,11)
och att
{(ZL‘, y,2) ER® 242y 422 = 0} ar egenrum till egenvérdet 1.

Bestdam F':s 6vriga egenvirden med tillhorande egenrum.



Losningsforslag till TATA31, Linjir algebra, 2019-04—-23

1. Skriv ekvationssystemet pa matrisform. Exakt en skédrningspunkt <= entydig
l6sning <= determinanten av koefficientmatrisen # 0. Vi far

3x+ay —3z= 0 3 a -3 x 0

ar + 2y — z= 1 <<= AX=|a 2-1 y | = 1 1,
v+ 2y — 3z =11 3 2-3 z 11

3 a-3|rn-sp|3-3a a-6 0

detA=|a 2-1]7="| a 2 -1|=(=1)(=1)*

3-3a a-6 ’ B

3 2 -3 3-3¢ -4 0 3-3a -4
1 a-6
:(3—3(1)'1 4 ’:3(1—a)(—4—a+6):3(1—a)(2—a):O<:>
<= a=1,2

Foljaktligen har vi exakt en skidrningspunkt da a # 1 och a # 2.

Tva plan &r parallella om deras normalvektorer dr parallella. Om a = 1 ser vi att
inget av planen ar prallellt med nagot av de andra. Fér a = 2 ser vi att II; och Il
ar parallella. Tag P € I3, tex P3 = (3,1,0). Med n = (3,2, —3) fas

_ OPs3e
AVSt(Hl,Hg) = AVSt(HlaP?:) = }OP?’HH = ) | T2nn =
n
3 3 3
1 11 1
— ﬁ e 1 e 2 e 2 = ﬁ\/Q_ = 5 V 227
0 -3 -3
se figur.
oPs Mgr
e n
I3 >
1
O
I

2. Pa matrisform blir ekvationen

= ()= ()

Bestam egenvérden och egenvektorer till A.

det (A — A1) = | ¥ ;_1)\’—(8—/\)(7—/\)—2:/\2—15/\+54:0<:>
15 225 216 15 3
— A 5 1 1 5 T35 9,6
-1 -110 1 110 1
A9 (_2_2‘0)~<0 0‘0):)@:75(_1), LR
2-110 2-110 1
o (2710) - (2 0) —xeme (1), rem



(a) Enligt hiarledningen pa sid 249 kan den allménna l6sningen skrivas

an \ nl 1 nf 1

(b) Med X,,_1 = Cy9™ ! G ) +066"1< ; ) fas

= (577) (@ (1) ve (3)) -
B o1 [ 8 -1 1 o1 [ 8 -1 1y
o (57 ) ) (37 (2)-
_ n—1 9 n—1 6 o n 1 n 1 o

3. Lat e; och e, vara standardbaserna i R® respektive R®. Skriver vi F' enligt de betck-
ningskonventioner som infors i bokens kapitel om linjara avbildningar sa fas

F(V) - F($1,$2,$3,$4,[L‘5) =F €5 T3 =F (§5X) =

x
1’1+I2—|—2.T3—|—3.T4—|—5L’5 1 1 2 3 1 Hi)
= €3 1 — 2[L‘2 — x3+ 4[L‘5 = €3 1-2-1 0 4 I3 =
T1 — To + Ty + 3l‘5 1-1 0 1 3 T4
Ts
dar A &r F':s avbildningsmatris i baserna e; och es.
Vi visar att (4,1,2) € V(F) genom att 16sa
1 1 2 3 114\ -y 1 1 2 3 1[4\ -
1-2-1 0 4|1 |~ [0-3-3-3 3F3 | »°
1-1 0 1 3|2 0-2-2-2 212
1 1 2 3 1|4 1 1 2 3 1|4
~(0 1 1 1-1{1 ™70 11 1-1|1]"~"
0 1 1 1-1]1 00 0 0 010
T 3—1r—2s—2t
1 01 2 2|3 T l—r—s—+t
~10 1 1 1-1|1]|=X=| 23 |= r =
0 0O 010 Ty s
Ty t



3 -1

1 -1
=10 |+r| 1]+s

0 0

0 0

|
[\

|
[\

, r,s,telR.

O = O =
—+
~

_— O O =

Eftersom ekvationssystemet var losbart giller v =e; X € V(F) och F(v) = (4,1, 2)
for alla r,s,t € R. Ur ovanstaende foljer ocksa att dim N(F) = 3 eftersom vi fick
tre-parametrig 16sning. Skulle vi berdknat N(F') pa vanligt sétt hade vi gjort exakt
samma radoperationer, enda skillnaden hade varit att det statt 0,0,0 istéllet for 4,1,2

i hogerledet.

. (a) Skriv pa matrisform och ta fram normalekvationerna for ekvationssystemet.

r+2y= 1
x4+ y= 2
x4+ y=->
-2z + 3y = 2

b, (13 12
AA—(2113)

(13 12
AY—(2113)

A'AX = 151X = 15X = A'Y = <‘2 )

1 2 1
3 1 T 2
-2 3 4
1 2
3 1 15 0
11 _<0 15)_15[’
-2 3

|
SN
Il
/—l\
SN
~

1 /-2
5 @)X_B(5).

(b) Lat X vara minstakvadrat-16sningen ovan. Enligt sats 6.4.1, sid 162 géller att
e AX =ortogonalprojektionen av e Y pa A:s kolonnrum. Da U = A:s kolonnrum

och v =eY far vi att

2 8
112y 1 -1
1 1_5<5>_ﬁ9 3
3 19

. Skriv @ pa matrisform och bestdm egenviarden och egenvektorer till Q:s matris. Vi

far

Q=@ (e[ 2

2

4 -12 T

2 2 1

T )) :4IE1—24ZE1I‘2+11{L‘2: (.’13‘1 .TQ) (_12 11) (x2>,
A

det (A= A1) = | 2N 712 1 o)1= ) 4= X = 1A= 100 = 0
J12 11-A

15 [225+400 1542
@Azgi,/ 51 00 _ 52 5 _ 90, -5,



16 -12 | 0 4 3]0 3
A= 20 (_12 —9‘0)”(0 0‘0):>X20_t<4), teR,
9-12]0 3 .40 4
A=—5 (-12 16‘0)N<0 0‘0>:>X5_ <3) teR,
1 /3 1 /4 1 (3 4
f1—g§<_4), f2_5§<3>’ f—g§<_4 3)

- (e(3) - o s (3

Ur detta foljer att kurvan ér en hyperbel och att punkterna ndrmast origo, pa avstand
2 dr Pr = (y1,y2) = (0, £2). I ursprungliga koordinaterna blir detta

—= 0 2 4

+2
dvs i de ursprungliga systemet blir Py = ?(4, 3).

I nya koordinaterna fas den vénstra kurvan och i ursprungliga fas den hogra

I bada figurerna ar hyperbelns asymptoter utritade (krdvs ej for full podng men det
blir ldttare att rita om man vet hur de &r).

. Skriv polynomen pa bas-koordinatform och stéll sedan upp beroendeekvationen och
“L.K.= godtyckligt polynom”. Med x =standardbasen i P3 fas

p1:—1+x+x2:§ , p2:1—|—x—x3:§

O ==
—_ O = =



-1 4
p3:—1+3x+2x2—x3:§ ;) , p4:4+2x+x2—3x3:§ i ,
-1 -3
Qo
q:a0+a1x+a2x2+a3x3:§ Z;
as

AMP1+ Aop2 + Asps + A\ps =0, q <

-1 1 -1 4]0 a oty (~1 1 -1 410 ag
113 2(0 a | 25510 1 1 30 -ag
1 0 2 1|0 a 0 1 1 5|0 ag+as
0-1-1-3[0 as 0 2 2 6|0 ap+a;
T;llQ 1 O 2 -1 0 —Qp—das
B2 lo 11 30 —az
0O 0 0 210 a0+a2+a3
0 0 0 0|0 ao+a +2as
Vi borjar med att 16sa beroendeekvationen.
)\1 2s 2
)\2 . S o 1
SV il =s|_{ | s € R,
A4 0 0

s=1. 2p;+p2—p3 =0 < p3=2p; + p2.

Foljaktligen kan vi utse p3 till 16jligt element och enligt sats 5.3.16, sid 111 géller

U= [-1+a+2?, 14o—2®, —143z+22%—2* 4+20+2°-32°%] =
= [~14a+2?, 1+z—2°, 4+22+2>—32°)

och =1+ x + 2%, 1+ 2 — 2,44+ 20+2° =323 #r linjért oberoende. Foljaktligen &r de
en bas i U.

Ekvationen “L.K.= godtyckligt polynom” &r 16sbar omm ag + a; + 2a3 = 0, dvs ett
polynom q = ag + a1z + asx® + agx® #r en linjarkombination av p1, ps, P3, p4 omm
denna ekvationer dr uppfylld. Foljaktligen har vi att

U:{q:a0+a1x+a2x2+a3x3€]}”3: a0+a1—|—2a3:0_}

Innan vi viljer utfyllnad kontrollerar vi om q = 3 4 52 + 22 — 42 tillhor U eller inte.
Inséttningen i l6sningsrumsformen av U ger

3+5+2(-4)=0=qeU.

For att vilja utfyllnad utnyttjar vi plus-satsen (sats 5.4.21, sid 123). Om vi da bryter
mot villkoret och viljer, tex qs; = 1 ¢[p1, p2, p4] sa ger plus-satsen att p1, pa, P4, ds
ar linjart oberoende. Satsen om rétt antal element (sats 5.4.19, sid 121) ger da att de
ar en bas i P5. Slutligen, for att bestimma koordinaterna for q = 3 + 5z + 2% — 423



observerar vi att eftersom q € U sa dr q en linjirkombination av p;, p2 och py.
Dérmed kommer qgs-koordinaten att vara 0.

1 1 4 3
1 1 2 i 5
H1P1 + f2P2 + aPs = X 10 1 pe | =X 4 —
0-1-3 Ha 4
101 43\ e /101 43\ . /1 0-1]1
1 1 25 25,10 1 3|4 %3220 1 3|4
10 11 02618 ~ looolol|™
0-1-3H4 01 5|4 00 20
M1 1
= | w2 | =1 4], dvs
e 0

q:1P1+4p2+0P4+OQ5=(P1 P2 P4 OI5)

O O ==

Foljaktligen har q koordinaterna 1,4,0,0 i den aktuella basen.

. Eftersom F &r symmetrisk sa ar I’ ortogonalt diagonaliserbar enligt spektralsatsen
(sats 8.3.5, sid 8.3.5). Dérmed ar egenrummen ortogonala (korollarium 8.3.3, sid 214).
D& dimR? = 3 och egenrummet till A = 1 har dimension 2 sa far det aterstaende
egenrummet, dimension 1 och spdnns upp av normalen till planet som utgor egen-
rummet till 1, dvs (1,2,2). Aterstar att bestimma det saknade egenvirdet. Sitt
n = (1,2,2) och dela upp v = (1,1,1) i komponenter, v = Vin + v, . Da ar Vin
en egenvektor till det &n sa ldnge okédnda egenvirdet A och v, en egenvektor till
egenvéardet 1.

1 1 1 1
1 5
V”n—§ el 1 Jee| 2 el 2 :§g 2 1,
1 2 2 2
1 9 5 1 4
v =v-v =-1le 911 —e| 10 =—-e|-1 ],
=9 9 10 97\
5 1 1 4 6
F(1,1,1):F(v >+F<v ):)\—g 2|+ cel-1 ]| =ef 11| =
[n 1ln 9 9
2 -1 11
1 6 4 50 1
<=5 el 2 | =9e| 11 | —e|-1 | =] 100 | =50e| 2 | =
2 11 -1 100 2
=5\ =50 <= X =10.

Alternativ: Man kan ocksa borja med att bestimma F:s matris och sedan pa vanligt
séitt bestamma egenvirden och egenvektorer. Tag tva vektorer ur egenrummet till 1,



tex (2,—1,0) och (2,0, —1). Da far vi genom att utnyttja att F &r linjar
F(1,1,1) = Flex) + F(es) + Fles) = (6,11, 11),
F(2,-1,0) =2F(e;) — F(e3) = (2,—1,0),
F(2,0,—1)=2F(e;) — F(e3) = (2,0,—1)

vilket &r ett linjért ekvationssystem med F(e1), F'(e2), F'(e3) som variabler. Skriver
vi detta pa matrisform fas

1 1 1](6 11 11)\ reoy /1 1T 1] (6 11 11)\ rs-2n
2-1 0|2 -1 0)|"=2" 3 2010 23 22) | ¥
2 0-1[(2 0 -1) 0 6 9](30 66 69)

1 1 1| (6 11 11)\ moas (1 1 0] (4 7 6)
~[0 3 210 23 22) | "~* |0 1 0|(2 5 4 |"~"
00 1] (2 4 5 00 1|(2 4 5)
1002 2 2 2
~10 1 02 5 4 |=Fle)=(222=el| 2],
00 1][(2 4 5) 2

5
2-\ 2 2-X 2 2
det (A—A)=| 2 5-X 4 =2 2 5-x 4 k&
2 4 5-A 0 A1 1-A
2-X 4 2
—(1=XN| 2 9-X 4|=(1=M(2=NO-)\)—8)=
0 0 1

=1 =AM\ =11A+10) = —(A = 1)*(A = 10) =0 <= X =1 (dubbel), 10.



