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skrivning (> 11p) ht2018 ger 3 poéang pa uppgift 1 (som alltsa inte behover 16sas) och 16p
eller mer ger 4 podang pa uppgift 1. Markera detta genom att skriva ”G” respektive "G+1"
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Fullstindiga motiveringar kravs. Losningar ldggs ut efter skrivtidens slut pa
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Resultat meddelas via e-post inom 10 arbetsdagar.

Alla

koordinater for vektorer och punkter dr, om ej annat anges, givna med

avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" ir ett euklidiskt rum med
standardskaldarprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

1.
(1p)
(Ip)
(1p)
(Bp) 2.
Bp) 3
(3p) 4

Lat IT vara planet som gar genom punkterna (2,0, —1),(1,1,2) och (2,1, 1). Vidare,
lat

T 1 1 x 2 2
Li:el|l y |=e| 2 |+te| 4 |, Ly e| y |=e|l 1 |+se| 3 |, s,teR.
z 3 5! z -1 -4

(a) Bestdm ekvationen for II pa normalform.
(b) Berékna linjernas Ly och Ly skdrningspunkter, P; och P,, med planet II.

(c) Berdkna arean av triangeln med horn i Py, P» och origo.

For varje viarde pa a € R, avgér om ekvationssystemet

ar — y— z=a
2 +ay + 4z =5
T+ y+3z2=3

har entydig 16sning, ingen 16sning eller odndligt manga losningar. Om systemet for
nagot virde pa a saknar 16sning, bestdm minsta-kvadratlosningen till detta olosbara
system.

. Ange en ON-bas i U = [(1,1,—1,2),(-2,1,2,2),(—1,3,1,6)] och fyll ut den till en

(
ON-bas i R*. Ange koordinaterna for v = (1,2, —3,4) i den bas du valt.

. Vilken sorts yta definieras av ekvationen

727 + 625 + 623 — daors = 17

Ange en rotation av koordinatsystemet som overfor ekvationen for ytan till standard-
form. Ange de punkter pa ytan som ligger ndrmast origo och om sadana finnes, de
som ligger langst ifran.

VAND!



(3p)

(3p)

5. For avbildningen F:R3>—R? giller foljande:

(i) F dr symmetrisk,

(i) (7,4,4) &r en egenvektor med egenvirde 1, (4,—8,1) &r en egenvektor med
egenvirde —1,

(iii) 3 &r ett egenvirde.

Bestam F':s matris 1 standardbasen.

. Lat x; = ( 1 = 22 28 ) respektive x, = ( 1 z 22 ) vara standardbaserna i Ps

respektive Po. Den linjara avbildningen F':P3—P, ges av

F(l1+z)=2+2% F(z)=1-2+ 2%
F(2®) =3+ 2+ 27, F(z*) =1 — 3z + 22°.
Bestdm F':s matris i standardbaserna i P; och Py. Bestdm sedan baser i F':s noll-

och viarderum samt deras dimension. Basvektorerna i respektive rum skall anges som
polynom, ej koordinatform!

. Lat F:R?*—<R* vara en linjér avbildning som i standardbaserna for R* och R* har

matrisen

— =N
_ O =N

F

Bestam max| (w)]
ueRr?2 |ll|
u#0




Losningsforslag till TATA31, Linjir algebra, 2019-01-16
1. (a) Sitt Q1 = (2,0,—1),Qs = (1,1,2) och Q3 = (2,1,1). D4 fas

1 2 -1
hQy=e| 1 —e|l 0| =el 1],
2 1 3
2 2 0
QiQ;=e| 1 | —-e|l 0 ]|=e| 1l ]| =
1 -1 2
-1 0 -1
—= 1@y xQ1Q;=¢e| 1 el 1 =el| 2 | =Ilax—-2y+2=0D
3 2 -1
-1 0
1 1
Q1=(2,0,-1)ell=2-20+(-1)=1=D=1lz—-2y+z2=1

(b) Insdttning av linjernas parameterform i IT:s ekvation ger

1
Lyill: (140) =22 +40) + B+5) = 2 =1 = 1= — =

1 1 L 1
3 5
1
Ly iIT: (24 2t) —2(1 + 3t) + ( 1—4t——1—8t:1<:>t:—12>
—— 2 1 2 1
= 0Py=e| 1 ZQ 3 ZQ
-1 -4
(c) Berdkna kryssprodukten
11 1 6 1 (!
OP1XOP2 §Z§ 0 X e 1 :§§ 6
1 0 1
1 6
0 1
Arean av triangeln ges av
\OP x OP,| Ll _é _ V9®
SRS ol U A ST

2. Skriv ekvationssystemet pa matrisform och lat A =systemets koefficientmatris. De-
terminantkriteriet (Korollarium 4.7.2, sid 93) ger att systemet har entydig 16sning
om det A # 0. Dérfor, berdkna det A och 16s ekvationen det A = 0.

a —1 —1]|w [3a =3 —1]wuw | [3a+1 -2 -1
2 a4 4 | _16 3¢ 4 |"™=_| 2 3a—4 4 | =

2 2
11 3| Fls 3 3| L o 0o 3



31 3a+1 —2 1
1

:§(9a2—9a):3a(a—1)20 <~ a=0,1.

Foljaktligen har systemet entydig 16sning omm a # 0 och a # 1. Dessa vérden pa a
maste nu kontrolleras separat.

O _1 —1 O r2727‘3 1 1 3 3 r2727‘3 1 1 3 3
a=0 2 0 4|15 XM 0-2-2F1 ] |0-1-1]0
1 1 3|3 0-1-11]0 0 0 01
vilket ger att 16sning saknas da a = 0.
1-1-111 ro—2r] 1 -1-1]1 ro/3.r5 /2 1 -1-111
a=1 2 1 4|5 °~" |10 3 6|3 P 01 21
1 1 3|3 0 2 412 0O 0 010

och vi ser att systemet dr 1osbart da a = 1. Foljaktligen har vi
(a) entydig 16sning for a # 0, 1,

(b) odndligt manga l6sningar for a = 1 och

(c) ingen l6sning da a = 0.

Aterstar att bestimma minsta-kvadratlosningarna da a = 0, dvs16s  A'AX = A'Y

0 2 1 0-1-1 5 1 11
AtA=1]-1 0 1 2 0 4)]=(1 2 4
1 4 3 11 3 11 4 26
0 2 1 0 13
Ay = [-1 0 1 5 =1 3 |,
1 4 3 3 29
5 01 11|13\ 2552 /1 2 4|3\ e, (1 2 4| 3
1 2 403 ™ o -9 -9Fk2] »" [0 1 1|29 |2
11 4 2629 0 -18 -18 |4 0000
1 0 2|23/9
~10 11 2/9 —
00 0
2t+23/9 L[ 23 2
t—2/9 =5l 2 )+t 1) ter
0 -1

3. Lat u; = (1,1,-1,2),uy = (—2,1,2,2),u3 = (—1,3,1,6). Vi borjar med att un-

dersoka om det finns 16jliga element samt att, eftersom vi skall fylla ut basen, skriva
U som 16sningsrum, dvs

Aiug + Agug + Asuz = 0,x —=



1-2-110 x4 — 1-2-11]0 1
|t 130 L0038 40—zt | re2n
-1 2 110 T3 0 0 010 T+ X3
2 2 610 Ty 0O 6 8|0 - 2[L‘1 —+ x4
1-2-110 1
0 3 4]0 - + )
0 0 0]0 T+ T3
0 0 0|0 - 2[L‘2 + Ty
Vi borjar med beroendeekvationen.
A1 ot bt
)\2 - 4t =t 4 5 t € R,
A3 -3t -3

som insatt i beroendeekvationen ger
1
S5u; +4uy — 3uz3 =0 <= u3z = g (5111 —|—4UQ)

sa ug utses till 16jligt element. Satsen om 16jliga element (Sats 5.3.16, sid 111) ger da
ihop med “L.K.=godtycklig vektor” att

X1 -+ €T3 :O}

— — — 4.
U= [u, w, 5] = fuy, up] = {X T

For att ordna en ON-bas sétter vi f; = u; och ortogonaliserar u,. Vi far

1
1 1
fl_—’?g -1 )
2
-2 1 1 1
1 1 1 1 1 1
ul”f (ul.fl) f17 e 2 ® [S] _1 e _1 - ? € _1 5
2 2 2 2
-14 1 -15 -5
- 1 AN NN
14 2 12 4
-5
1) ulﬁl WQ 5
4

sa f1,fy ar en ON-bas i U.
Om vi tolkar ekvationerna som skaldrprodukter sa far vi att

U+ =[(1,0,1,0),(0,-2,0,1)].



Da de tva genererande vektorerna dr ortogonala riacker det att normera dem for att

fa en ON-bas i U*, dvs

1 0

1 0 1 -2

f5 ﬁ_ e f4—ﬁ§ 0
0 1

ar en ON-bas i Ut. Diarmed &r £, f5, f5, £ en ON-méngd med “ritt antal” element
och dérfér en ON-bas i R?.

For att berdkna koordinaterna for v = (1,2,—3,4) i f kan man forstas utnyttja
koordinatsambandet pa vanligt sédtt. Hér skall vi istéllet utnyttja att “koordinater i
ON-bas ér skaldrprodukter” (Korollarium 6.3.12, sid 148). Da fas

1 1
1 2 1 14
yl—V°f1—W§ 3 € 1 —W—Q\/?a
4 2
1 -5
1 2 2 1
=vefj = ——e¢ °C :—-020,
4 4
1 1
1 2 0 —2
= vef; = —e o€ - — =72,
Y3 1 Nl B A NG
4 0
1 0
1 2 -2 1
y4—V°f1—%§ _3 °c 0 —%'O—Oi
4 1
1 2V/7
v=e 2 =f 0
=e|l 3 |=f|_p5
4 0

4. Kalla den kvadratiska formen @), skriv pa matrisform och berdkna egenvirdena till
():s matris.

1 70 0
Qu)=Q e = =7xf+6x§+6x§—4x2x3:X§t 0 6-2|X=1,
3 0-2 6
A
-A 0 0
det(A—A)=| 0 6-A —2 :(7_A)‘6_‘2A 6—_1):
0 -2 6-\

—(T=A((6-N)?—4)=0 < A=7,6+2=47,38,



Da egenvirdena &r positiva &r ytan en ellipsoid.
For att garantera att det nya koordinatsystemet &r en rotation maste den nya ON-
basen vara positivt orienterad. Berékna egenvektorerna.

3 0 010 3 0 010 0
A=4 0 220 ~10 1-1]0|=Xy=t]l1], teR
0-2 210 0 0 010 1
0 0 010 0 0 010 1
A=7 0-1-2|{0]~10 1 2|0 |=X;,=t]01], tekR,
0-2-110 0 0 310 0
-1 0 010 1 0 0]0 0
A=8 | 0-2-2|0]~[0 1 1|0 =Xxs=¢t[-1], terR, (1)
0-2-210 0 0 010 1
1 0 1
f1:—§ 1 s fQZQ 0
V2T 0
och for att vara sikra pa att basbytet blir en rotation later vi
f; = f; xf. ! X 1 (1) (t ! i(1) )
TR R - V2~ V2

—_ O = = O
O = O O =

Da vi valt en ON-bas av egenvektorer dér f; dr egenvektor till 4, f; dr egenvektor till
7 och f3 &r egenvektor till 8 sa foljer det att

Y1 2 2 2
[ Y2 Y1
Qu)=Q | £ zz YTyt 8y= | 1 7 Ve
< < ! tt t tand L li kt P,
Da — < — < = ser vi att nédrmast origo, pa avstand —= ligger punkterna P,
f f ) V8 :
som har koordinater y; = yo = 0, y3 = i% och ldngst ifran, pa avstand 3 har vi
1
punkterna P,,,, som har koordinater y; = ia, Yo = y3 = 0.

OP,pyy = -1, = i2

0 0
S 1 1 1 11
OPmin = :i:—fg = :tig -1 = :i:—g -1 s Pmin =+ <0,—— —> .
NG 4



5. Sétt vy = (7,4,4) och vo = (4, =8, 1). Eftersom F ar symmetrisk sa finns det en ON-
bas av egenvektorer till F. Foljaktligen maste egenvektorn vy till 3 vara ortogonal
mot de tva givna, d vs parallell med kryssprodukten av dessa.

7 4 36 4
viXvo= el 4 |xel|-8 =el| 9 =9e | 1 | =9vs.
4 1 -72 -8
7
4 -8
Sitt
1 7 1 4 1 4
f1:V1:§§ 4 1, f2=V2:§§ -8 1, f3:V3:§§ 1 <~
4 1 -8
] 7 4 4 1 0 0
<:>£:§T:§g 4-8 1|, A=10-1 0], Ag=TAT
4 1 -8 0 0 3
] 1 00 7 4 4
:[T*lth—T]—§T 0-1 0 4-8 1 |=
0 0 3 4 1 -8
L [T 44 7T 4 4 L [ 81 72 —2
=5 4 -8 1 -4 8 -1 =5 72—45 =
4 1 -8 12 3 -24 0 207
L [9 8 -8
-8 0 23

6. For att bestdmma avbildningsmatrisen behover vi uttrycka vad F' gor med standard-
basvektorerna i P; med hjilp av standardbasen i P. Alla utom F(1) finns givna i
uppgiften. Utnyttjar vi att [ &r linjar fas

Fl+z)=F1)+F@)=F1)+1—-s+2*=2+2" <—

1
= Fl)=2+2"-(1-a+2")=1+z=x,| 1 |,
0
1 3
Fla)=1l-z+2’=x, (-1 |, F@*)=3+z+a>=x,[ 1|,
1 1
1 11 3 1
Fa*)=1-3z+22°=x,|-3 | =A=|1-1 1-3 s& att
2 01 1 2
0 R AN
F(p)=F(ap+a1z+a>+asz®)=F | x5| —x, | 1-1 1-3 1
2 0011 2)|®

as a3



Vi fortsitter med att berdkna N(F) = {p = ag + a1x + a + azx® € P3: F(p) = 0}
genom att 16sa ekvationen AX = 0.

1 1 3 110 1 1 3 1|0\ rotomg 1 1 3 110
1-1 1-3/0|"~"lo0o-2-=2-4|0|"~*[0112]|0]=
01 1 210 01 1 210 0O 0 0 010
ag s+2t—3s—t=—2s5+1 -2 1
aq —s— 2t e -2
— a 5 =s | +t 0 , s,teR(2)
as t 0 1

Ur detta foljer att —2—x+2%,1—22+2° ir en bas i N(F) och dirmed dim N (F) = 2.
For att bestdmma en bas iV (F) utnyttjar vi Sats 7.5.4, sid 181 som séger att V (F') =
holjet av A:s kolonnvektorer. Stéller vi upp beroendeekvationen for dessa blir det den
ekvation vi just 16st! Lat pq,..., ps vara de polynom som har A:s kolonner som sina
koordinater. Om vi i (2) forst later s = 1, = 0 och sedan s = 0,t = 1 fas

—2p1 —p2+pP3=0 < p3=2p; +p2
p1 — 2p2 +ps =0 <= ps= —p:1 + 2p2,

dvs ps och py kan utses till 16jliga element. Satsen om 16jliga element (Sats 5.3.16,
sid 111) ger

1 1
V(F):[p17p2,P37p4]=[P1,p2]= X, | 1 =1+z x,|-1 :1—;1:+:c2,
0 1

dvs 14+ 2,1 — 2+ 2 dren bas i V(F) och dven dim V(F) = 2.

. Lat u = 92( il ) och skriv |F(u)|* som en matrisprodukt. Dé fas
2

s (e ) ) (s 7))o (2 )= (2)-
(a(m))a( ) = Cowyaa()

vilket dr en kvadratisk form med matris B = A'A. Vi far

1 2
o, (1 2-1 1\ |2 1| (73
B_AA_(Q 1 0-1) -1 0 _(3 6)
1 -1
= \F(u)\2 =Q(u) =Tz f+6x1x2 +6x2,
det (B — \I) = 7? 65)))\':(7—)\)(6—)\)—9:)\2—13)\+33:O<:>

13 169 — 132 13 ++/37



Sats 9.1.11, sid 227 ger da

13 — /37

<13+ﬁ
5 < ==

uf*
2

[uf* < [F(u)]” = Q(u)

med likhet i respektive olikhet da u &r en egenvektor till respektive egenvérde. Delar
vi med |u|® och drar roten ur den hogra olikheten fas

[F)* _ [F(w)| _ [13+V37

[ul” ul 2
13+ V37
med likhet da u ar en egenvektor till egenvirdet % Foljaktligen géller att
|F(u)| 13 + /37
max = .
uer?2 |U| 2
u#0

Alternativ: Man kan forstas rakna ut F'(u) och sedan dess belopp pa vanligt sétt;

1 2 .§L’1+2.§L’2

T o T . 2 1 T . 2371-'-.1’2
(el -en(z) a2 ) (2) a7

1 -1 1 — Ty

2
= (SL’l -+ 21’2)2 -+ (21’1 —+ %2)2 -+ (—1’1)2 -+ (.I‘l — .I‘Q)Q =...=

= 7x% + 6x129 + GIL‘S.

Resonemanget dérefter blir detsamma.



