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Inga hjalpmedel. Ej riknedosa.

For godként riacker 9 poéng och minst 3 uppgifter med 2 eller 3 podng. Godkénd kontroll-
skrivning (> 11p) ht2017 ger 3 poéang pa uppgift 1 (som alltsa inte behover 16sas) och 16p
eller mer ger 4 poéng pa uppgift 1. Markera detta genom att skriva ”G” respektive ”G+1"
i rutan for uppgift 1.

Fullstindiga motiveringar kravs. Losningar ldggs ut efter skrivtidens slut pa

http://courses.mai.liu.se/ GU/TATA31 /tentor.html

Resultat meddelas via e-post inom 10 arbetsdagar.

Alla koordinater for vektorer och punkter idr, om ej annat anges, givna med
avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" dr ett euklidiskt rum med
standardskalarprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

(3p) 1. Berdkna ortogonalprojektionen av linjen

T 1 1
L: ely |=el|l 8 |+te]| 10 |, teR
z -6 =7

pa planet II: x + 2y — 3z = —T.
3p 2. Los nedanstaende system av differentialekvationer
Y

xy = bry — 6y
xh =31y — dxgy
Bestdm den l6sning X () = ( ?(t) ) for vilken géller att

2(t)

lim e'z(t) = 2.
t—o00
(3p) 3. Lat F,G:R*=R? vara linjira avbildningar dir F'(u) = ws ortogonala projektion i
planet II: x4+ 2y — 2z = 0 och G(u) = 9u. Bestdm matriserna i standardbasen till F,
GG och den linjira avbildningen G o F'.

Verifiera att ditt svar &r korrekt genom att med den ovan berdknade matrisen for
G o I berdkna

G o F(planets normal) och G o F(vektor i planet).

(3p) 4. Betrakta U = [py, p2, p3, p4] C P3 dér

pr =14z +2% 2% po=1—1x+22%+ 2%,
ps = 1+ 3z — 323, ps =1 — 3z + 32 + 32°.

Bestéim en bas i U samt U:s dimension. Avgor vilka, om nagon, av q; = 1+z+2%+a,
Qs =3 —z+52% + 2% och q3 = 1 + 2% — 2% som tillhor U.



(Ip)

(2p)

(3p)

(3p)

5. Lat ey, ey, e3 vara en bas i vektorrummet V.

(a) For vilka vérden pa a € R blir vektorerna

f1 = ae; + 262 + aes
fo = 2e; — aes + aes
fs = ae; + 3e; + aes

INTE en basiV?

(b) Bestdm a sa att fi, £y, f3 blir en bas dar
u=—e;+ 282 —e3 — —13f1 + 2f2 + 10f3
och ange koordinatmatrisen X¢ for v =e; + e, + e3 i basen f.

Lat
Qu) =Q (Q ( = )) = Ta? — 82129 + 1322,

X2

Vilken sorts kurva definieras av ekvationen Q(u) = 57 Punkterna P, och P, &r de
punkter pa kurvan som ligger ndrmast origo. Linjerna L, och Ly tangerar kurvan i Py
respektive Pp. Bestdm P; och P, samt ekvationer for linjerna Ly och L (parameter-,
normal- eller riktningskoefficientform spelar ingen roll, vélj sjalv).

. Lat F:R°—=R® var en linjér avbildning som #r symmetrisk och har virderummet

1 +x3 +x5=0
V(F):{(:cl,xQ,xg,:c4,:c5)€]R5: 1902 jm 5:0}.

Bestdm baser i noll- och viarderum samt ange deras respektive dimension.
Lat v = (1,2,3,4,5) och berdkna

min |v —ul.
ueV(F)



Losningsforslag till TATA31, Linjir algebra, 2018-08—-30

1. Borja med att rita en figur!

Berdkna skérningspunkten Fy mellan L och II genom att sétta in parameterformen
for L i II:s ekvation.Vi far

(1+8)+2(8+10t) —3(—6—Tt) =35+ 42 = —7 < t=—1=

L 1 1 0
—0Py=e| 8 |+(-1)e| 10 | =e[-2
-6 -7 1
Dérefter berdknar vi ortogonalprojektionen av Py P; pa n. Observera att PyP, = L:s
riktningsvektor eftersom ¢t = —1 i foregaende kalkyl.
== 1 1 1 1 3
PyPye 1 42
POPlHn—Oignn:ﬂ el 10 Jee | 2 e| 2 :ﬁg 2|1 =e| 6
[n| 7 3 3 3 9

1 3 -2 -1
V|]P0P1—P0P1”n:g 10 | —e| 6 | =e| 4 | =2e| 2
-7 -9 2 1
sa att den sokta linjen blir
0 -1
Lyely | =e|-2)|+te|l 2|, teR



2. Skriv systemet pa matrisform och berikna egenvirden och egenvektorer till koeffici-

entmatrisen.
/
v [ ry(t) [ bxry—6xze\ [ 5 -6 r1\
X@)_(:L”Q(t))_(?)xl—él@ 34 T = AX(t)
5-A -6 9
det (A —\I) = 3 4oy =A=5)A+4)+18=XN=-A-2=0 <
— A=-1,2.
3-610 2
)\_2.<3_6‘0):>Y2_t(1), teR,
6 -6|0 1
)\_—1.<6_6‘0):>Y1_t(1), LeR—

X(t) :Clezt<§) +CQet( })

elay(t) = e (QC’lth + Coe™") = 2C1€” + Co.

Eftersom e* — oo da t — oo foljer det att C; = 0 for att det efterfragade gransvirdet
skall kunna existera. Med C, = 0 fas

lim e’z (t) = lim Cy = 2
t—o0 t—ro0

sa att den efterfragade 16sningen blir

X(#) :2e_t( ' )

3. Klart att G:s matris &r A = 91 dar I =enhetsmatrisen. Enligt Sats 7.3.1, sid 174
star det i avbildningsmatrisens kolonner vad F' gor med basvektorerna. Da planets
normal n = (1,2, —2) fas

Fu)=u-— w
1 1 1 9 1 8
1 1 1
F(el):e1—§ el 0 |ee| 2 el 2 =3 el 0 |—e| 2 :§g -2 1,
0 -2 -2 0 -2 2
1 0 1 1 1 0 2 1 -2
F(ez):e2—§ el 1 Jee| 2 el 2 =3 el 9 |—-e| 4 :§g 51,
0 -2 -2 0 —4 4
1 0 1 1 1 0 2 1 2
F(el):e3—§ el 0 |ee| 2 el 2 - el 0 |+el 4 :§g 4 1,
1 -2 -2 9 -4 5
dvs F:s matris blir
1 8 -2 2
B=-|-2 5 4
Y\2 4 5



och darmed, enligt Sats 7.6.2, sid 186, blir

AB=9IB=9B = |-

N DN Co
N SL N )
(O N )

matris till Go F.
Tag tva oberoende vektorer i IT, tex u = (2,—1,0) och v = (0,1, 1) och berdknar

8 -2 2 2 18
GoF(u)=e|-2 5 4 -1 | =e| -9 | =9u,

2 4 5 0 0

8§ -2 2 0 0
GoF(v)=e|-2 5 4 1 1 =el 9| =09v,

2 4 5 1 9

8§ -2 2 1 0
GoF(n)=e|-2 5 4 2 | =e(0]=0

2 4 5 -2 0

vilket forstas 6verensstdammer med den geometriska beskrivningen.

4. Borja med att stélla upp och losa beroendeekvationen och ”linjarkombination =
godtyckligt polynom” samtidigt. Med x = (1 x 2* 2°) fas

1 1 1 1
1 - 3 -3
APL+ AoP2 + AgPs + Aapa = X | [ HheX |, | FAsX 0 +Asx 3 | =
1 1 -3 3
Qg
=0, ag+ai1r+ ax®+ azx® =x Zl
2
as
Pa matrisform blir detta
1 1 1 1[0 ag 2o 1 1 1 1|0 aop
1-1 3-310 a | 455 [0 1-1 2]0-ag+ay | 22522
1 2 0 3|0 a9 0-2 2-410 —Qptaq
-1 1-3 3|0 aj 0 2-2 4]0 ap+as
1 1 1 1]0 ao 1 0 2-110 2a0-
0 1-1 2|0 —aptas ri—ro 0 1-1 210 —aptas
0 0 0 00 —3a0+a1+2a2 0 0 0 0]0 —3a0+a1+2a2
0 0 0 01]0 3ap—2as+as 0 0 0 00 3ag—2as+as
Vi borjar med beroendeekvationen.
)\1 —2>\3+)\4 =- 25+t -2 1
)\2 . )\3—2)\4 = s5-2t . 1 -2
N | T 5 =s| 4 +1 0 | s,t € R.
Ay t 0 1



s=1,t=0 = —2p; +p2+pP3 =0 < p3=2p; — po,
s=0,t=1 = p; —2p2+ps=0 < ps= —p1 +2po,

dvs p3 och py kan utses till 16jliga element. Satsen om l6jliga element (Sats 5.3.16,
sid 111) ger da att

U = [p1,P2, P3, P4) = [P1,P2] och dimU = 2.

" Linjarkombination = godtyckligt polynom” ger att ekvationssytemet &r losbart omm
—3ag+2as+a; =0 och 3ag—2ay+a3=0,dvs

U:{pE]P’g, —3a0+a1+202 :O}

3(1,0 - 2&2 + as = 0

Inséttning av koefficienterna for qi, qs, q3 i U:s ekvationer ger da

31+ 1+21 = 0
_ 2 3.
DELFTHT AT gy L 20 41=2£0 = @fl
33— 1425 =0
_a_ 2 3.
Q=3—x+5zx"+2°: 33— 954 1—0 = q €U,
314+ 0421 =-140
_ 2 _ 3.
qz=1+a2"—a": a1 — 91— 0 = q3¢U0,

dvs endast qy tillhor U eftersom bada villkoren maste vara uppfyllda.
. Skriv bassambandet pa matrisform, f =eT’,

2
, fo =2e; —aey +ae3=¢€e |-a |,
a

fi =ae; +2e;+aes =¢

f32a61+362+a63:§

2@ we 2 e
I
I
o}
SEN RS
|
SIS\
2 we

(a) Om f1, f;, f5 4r en bas sa maste T' vara inverterbar vilket enligt sats 4.7.1, sid 92
ar ekvivalent med att detT" # 0.

a 2 a ko—Fkq

a 2-a 0
detT =12 -a 30152 419 a9 1 :{utveckla}:a 2-q 0‘:
a a a 1 0 0 efter rad 3 —a-2 1
=a(2—a)=0 < a=0,2,

dvs fi, fy, f3 ar inte en bas om a = 0 eller 2.

(b) Skriv u pa ”bas-koordinatform” i bada baserna.

-13
u=e; +2e —e3=¢e = —13f; + 2f, + 10f5 =f 2 :[f:QT]:

10

— b



1 Y1 Y1
v=e tetes=e| 1 | =£f| 1 z{ing}zeT Y2 | =
1 Y3 Y3
1 2 1 0
= 2 -1 3 Y2
1 1 1 Y3
Aterstar alltsa bara att 16sa ekvationssystemet
1 2 1|1\ mony (1 2 1|1\ ™2 /1 2 1]1
2-1 31"~ [0o-5 11 |®* 0 10]|0]|=
1 1 1)1 0-1 010 0 0 11
Y1 2
— Xf — y2 e O
Ys -1
Alternativ: Man kan ocksa utnyttja basbytesformlerna
1 1
v=e teytes=e| 1l |=|f=eT <= e=fT ' =fT'[1]. (1)
1 1
Berikna 77! pa vanligt sitt,
1 2 171 0 0 -4 -1 7
2-1 3/0 1 0|~...=T"'=|1 0-1
1 1 170 0 1 3 1-5
Inséttning i (1) ger
-4 -1 7 1 2 2
v=f| 1 0-1 1 | =£( 0], dvs Xg=1[ 0
3 1-5 1 -1 -1

6. Skriv ) pa matrisform och berékna egenviarden och egenvektorer till ().

I 2 2 7 -4 T
Q(§<l‘2)) :71‘1—8$1l‘2+13$2: (1’1 1’2) (_4 13) (ZL’Q) :thAng,

-\ -4
-4 13-X

=(A=15)(A=5)=0 < X = 15,5,

8 40 2 110 1
Galn) = (0 alo) = reme(G) eem

det(A—)J):‘ ‘:(7—>\)(13—>\)—16:)\2—20)\+75:

>
I

—_

ot




() () el )

Eftersom egenvérdena dr positiva definierar Q)(u) = 5 en ellips. Byte till ON-basen f
av egenvektorer ger

2
Y1 2 2 2 2 [ 2
u) = f =1by; +Hy; =5 <= 3y; +y; = +y; = 1.
Q(u) Q<_<y2)) Y1+ 5y; i+ v (1/\/5) Y
1
Foljaktligen skér ellipsen y;-axeln i i—g och ys-axeln i £1. Da koordinataxlarna
sammanfaller med symmetriaxlarna eftersom koordinaterna &r givna i en ON-bas av

1
egenvektorer dr punkterna P, = (iﬁ,O) de som ligger ndrmast origo och de

eftersokta linjerna L; o ges av just y; = iﬁ.

For att oversitta detta till det ursprungliga koordinatsystemet noterar vi att

-t (44) by () e ().

1 1
P1 — (1,—2), P2:——<1’—2>

V15

Lat L vara linjen som tangerar ellipsen i P;. For att fa fram linjernas ekvationer kan
man , tex utnyttja koordinatsambandet (T~ = T"* eftersom T #r ortonormal)

U t[ T1 1 1-2 T 1 T — 229
()= -s G ) () - sl

1 —2 )
:>L11%:y1:xl7\/5@ <~ l‘1—2$2:\/;

1 T, — 20 5
— Ly — — 2 e gy — 20y = —4 /2.

V- Iy 3

Man kan ocksa anvinda parameterformen. For en punkt P pa L; géller att dess
ortsvektor har koordinaterna

(3] -1(57) () <
e (3) e ()8 e ()3

o)
Z\/5<x2+

— t=
2
L, kan hanteras pa samma sétt.

= 1] — 209 =

wW | ot

i) 7



Nedan visas en figur 6ver situationen.

1_
P.
0.5
L2 f2
-1 -0.5 0 0.5
1 7
-0.51 P,
fi
—1-

7. Borja med att bestdimma en bas i V(F') genom att parametrisera det definierande
ekvationssystemet.

1 —T3 —T5 = —T—1

Ty +x3 + x5 =0 ? _ _x4j_s _
To +l‘4 =0 l‘i s
Ty t

-1 0 -1

0 -1 0

=r| 1 |+s] 0 |+t] 0], nrstelR
0 1 0
0 0 1

Foljaktligen,

, V(F) = [v1,vg,vs], dimV(F) = 3.

<
iy
I
[e)
O O = O
<
[\
I
|®
O~ O R O
<
w
I
|®
_ o o O =



Eftersom F &r symmetrisk géller enligt Sats 7.7.9, sid 197 att N(F) = V(F)*. Om
vi skriver ekvationerna som definierar V' (F') som skalarprodukter far vi

T 1 T 0

To O ) 1
V(F)={zcR’ e| 23 [se| 1 | =0, e| a3 |ee]| 0 | =0,

T4 0 T4 1

Ts 1 Ty 0

dvs V(F) bestar av alla vektorer ortogonala mot u; = (1,0,1,0,1) och uy, =
(0,1,0,1,0). Foljaktligen ar

och eftersom u; L u, ar

1
— €
V3~

1

fi=—e
IV

flz

)

—_ O = O
O = O = O

en ON-basi N(F'). Ur Sats 6.3.15, sid 150 (Minsta avstandet = Ortogonala avstandet)
och Sats 6.3.9, sid 146 hamtar vi

- MN(F)

Wi v —ul = ’V N Vuvm’ - ’VN(F)’ - ’VHV(F)L )
VHN(F) = (VOfl) f1 + (V'fg) fg =
1 1 1 1 0 0
1 2 0 0 2 1 1
= 3 el 3 |ee ]| 1 el 1 |+=1e| 3 |ee] O el 0 | =
4 0 0 4 1 1
5 1 1 5 0 0
1 0 1
9 0 6 1 1
=-e| 1 |+ze|l 0| =3]1|= min |[v—-u|l=|v ’:3\/5.
35l o | "2 . eV (F) IN(F)
1 0 1



