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Inga hjalpmedel. Ej riknedosa.

For godkéant racker 9 poéng och minst 3 uppgifter med 2 eller 3 podng. Godkénd kontroll-
skrivning (> 11p) ht2017 ger 3 poéng pa uppgift 1 (som alltsa inte behover 16sas) och 16p
eller mer ger 4 poéng pa uppgift 1. Markera detta genom att skriva ”G” respektive ” G+1"
i rutan for uppgift 1.

Fullstindiga motiveringar kravs. Losningar ldggs ut efter skrivtidens slut pa

http://courses.mai.liu.se/ GU/TATA31 /tentor.html

Resultat meddelas via e-post inom 10 arbetsdagar.

Alla koordinater for vektorer och punkter idr, om ej annat anges, givna med
avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" ir ett euklidiskt rum med
standardskaldarprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

(Ip) 1. (a) Beriikna avstandet mellan punkten P = (7,5,6) och planet II: z + 2y + 3z = 5.
(Ip) (b) Lat A, B,C och X vara matriser av sadana format att ekvationen
AT'XB=XB+C

ar meningsfull. Los ut X som ett uttryck i A, B och C' (de matrisinverser som
behovs forutsétts existera).

(Ip) (c) Berikna
1 2 27 0
0 0 -7 0
e —e 2em 3e
3-1 « 1

(3p) 2. Den linjdra avbildningen F:Py;—Ps har i basen x = ( 1 = 2? ) matrisen

-5 8 6
A=12 -3 a
-7 11 b

Bestdm a,b € R sa att p; = 1 + 22 blir en egenvektor. For dessa virden pa a och b,
ange egenvirdet till 1422 samt Gvriga egenvirden och egenvektorer (som polynom).

(3p) 3. Bestdm minsta-kvadratlosningarna till ekvationssystemet

r1 + 319 = 1
21’1 + x5 = 2
—r1 + X2 = 1

2[L‘1 + 4l‘2 = 15
2[L‘1 + Xy = —10

Utnyttja sedan resultatet till att bestimma ortogonalprojektionen av
v =(1,2,1,15,—10) pa underrummet

U=[(1,2,-1,2,2),(3,1,1,4,1)] C R®.



(3p)

(2p)

(Ip)

(3p)

(3p)

4. Den linjira avbildningen F:R®>—R?* definieras genom

F(x1, 29, 23,4, x5) = (x1 + 223 — 14 — X5, 1 + T2 + 223 + T4 + X5,
To + T3+ Ty + 2l‘5, —T9 — 2[L‘3 — 2[L‘5)

Bestdm matrisen till F' med avseende pa standardbaserna i R® och R*. Ange ba-
ser i noll- och varderum samt deras respektive dimension.(OBS! Det "konstiga”
skrivsittet beror endast pa att uttrycket blev for langt for att fa plats pa en rad.)

. Lat e vara standardbasen i R*, u = (1, 79, 73) = ¢ X och

Qu) =Q(eX) = 11:5% + 113:3 + 2:c§ — 21129 — 1621253 — 162973.

(a) Bestdm det storsta respektive minsta virdet som Q(u) kan anta da |u| = 3 samt
ange i vilka punkter som dessa extremvirden antas.

(b) Bestdm minsta avstandet fran origo till en punkt pa ytan som definieras av

Q(u) = 3.

. Lat o € R och F,: R®*—R? vara en linjir avbildning som i standardbasen har matrisen

S

Ao = |-

W N
RO QO
w L W

For vilka a d&r dim N(F) > 07 For det/dessa «, avgor om (2,1,«) € V(F,). For
det/de o som (2,1, a) € V(F,), ange alla u € R? sadana att F(u) = (2,1, a).

. Lat F: R*—=R* definieras av att

F(v)= Viy dar U=1[(1,1,1,1),(1,0,1,0)].
Bestdm F':s matris i standardbasen. Verifiera att din matris &r korrekt genom att
med hjilp av matrisen berdkna F'(1,1,1,1), F(1,0,1,0), F(vy) och F(vy) dir vy, vy
ar tva av dig valda lampliga vektorer. Forklara varfor resultaten av dina kontroller
maste bli som de blir.



Losningsforslag till TATA31, Linjir algebra, 2018-04—-03

1. (a) Tagen punkt iIl, tex Py = (2,0,1). Sokt avstand &ar da ‘PO ‘ darn = (1,2, 3)
ar planets normal. Vi far

7 2 5
PPP=0OP—-0OPy=e| 5| —-e|l 0] =e| 5|,
6 1 5
5 1 1 1
S 1 1 30
OPHn 5 (POPon)n—ﬁ el 5 Jee| 2 el| 2 :ﬁg 21,
| 5 3 3 3
1 1
S 0 0 15
‘POP ‘: Ol =20l 2) =By
[n 14 3 14 3 7

(b) Rikna “som vanligt” men hall ordning pa fran vilket hall du multiplicerar.

AT'XB=XB+(C < A'XB-XB=(A"-1)XB=C <
= (A1) X=0B"! <= X=(A"-1)"cB"

(c¢) Réknelagarna for determinanter ger

1 2 27 0 1 2 0
0 0 - 0] |[Brytuteurrad3d| e(—1)2(—m) |1 -1 3 ra—3rs
e —e 2em 3e| | Utveckla efter rad2| 2 1 1 o

3-1 « 1

1 2 0

=er8 2 0 {Utveckla efter rad?i =
3-1 1
3+1 L ‘ = 18em

2. Lat x = ( 1 = 2? ) vara standardbasen i P, och anvénd definitionen av egenvérde
och egenvektor (Definition 8.1.1, sid 205). Vi far

1 -5 8 6 1 1 1
Fl+z)=F|x]| 0 =x| 2 -3 a 0 |=Xx| 24+a |=2Ax| 0 —
1 -7 11 b 1 -T+b 1

<~ A=1,a=-2 b=28.

Berdkna nu egenvirden och egenvektorer pa vanligt sétt.

5\ 8 6 - 8 6 - 8 6
93—\ -2 |MERs | g _3-n -2 ™= o0 —3-\ -2 |=
-7 11 8-\ =X 11 8-\ 0 3 92-)

Ars 2 ’:(1—>\)(()\+3)()\—2)+6):(1—>\)()\2+)\):0 N

:<1_A)' —3 0 A-2

<~ A=0,%£1



5 T _3 _2 O ro+5771 2 —3 —2 0
A=0: | 2 -3 2 el -10 16 1210 | X" o 1 2|0 | #2?
-7 11 8 -14 22 1610 01 210
23210 2
~[0 1 2l0|=X,=t|2], teR,
00 010 -1
4 8 6|0\ ron 1 =1 -1]0Y\ oy, /1-1-1]0
A= —1 9 29200 | R |2 4 3|0 X0 2 1]0 |
-7 11 9]0 -7 11 9]0 0 4 210
1-1-1]0 1
~[0 2 1|10 =Xx_,=t[[-1], teR,
00 00 2

2

dvs 0 och —1 #r egenvirden och 2 + 22 — 22 &r en egenvektor till 0 och 1 — - + 222

en egenvektor till —1.

. Skriv pa matrisform och still upp normalekvationerna, A’AX = A'Y.

.I'1+3.T2: 1 1 3 1
2[E1+ To = 2 2 1 2 2
—x 4+ = 1 = |-1 1 (l}): 1
2m, + 4oy = 15 2 4 2 15
201 + a9 = —10 2 1 X -10
A Y
1 3
2 1
1 2-1 2 2 14 14 1 1
t g _ _ _ _
AA_<3 1 1 4 1) L1 <14 28) 14(1 2)
2 4
2 1
1
1 2-1 2 2 2 14 1
t o - _ _
AY‘(?, 1 1 4 1) 1 _<56)_14<4)
15
~10

ATAX :]/4(1 ;>X:y4<}l) _AY —

v (VLY (Y21 _ (2
S\ 1 2 4 ) \-1 1 4 ) \ 3 )"
Enligt Sats 6.4.1, sid 162 géller att om X &r en 16sning till normalekvationerna sa

ar e AX, ortogonalprojektionen av Y pa A:s kolonnrum = U i detta fall. Foljaktligen
giller att

1 1 3 7

2 2 1 9 -1

eY =—=e 1 =e|-1 1 =e| 5
v 3

15 2 4 8

-10 2 1 -1



4. Lat es vara standardbasen i R® och e, vara standardbasen i R*. D4 fas

I
2 (x142x3—24—T5, T1+To+223+T 44T
_ _ (= 3—=T4—T5, T1+T2 3 TT4+Ts,
oy a2y, 20, 05) = F | &5 ig Dot taa 225, —19—223—275).
4
Ts5
T+ 20— Ty — T 1 0 2-1-1 ?
—e .§L’1+.§L’2+25L’3+I4—|—I5 —e 1 1 2 1 1 .I‘Q
B Totas+14+2Ts T lo 10101 2 lf‘
—Iy—215—215 0-1-2 0-2 4
N -~ - ‘/E5
A
For att berdkna en bas i N(F) 1oser vi AX = 0 pa vanligt sétt.
1 0 2-1-11]0 1 0 2-1-11]0
1 1 21 1[0 |rnmn|[0 1 02 2[0] 4
0 1 1 1 2]0 01 1 1 20
0-1-2 0-2]0 0-1-2 0-210
1 0 2-1-11]0 1 0 0 1-11]0
0102201};3?3010220:>
0 0 1-1 010 0 0 1-1 010
0 0-2 2 010 0 00 0 010
T -5+t -1 1
To -2s5-2t -2 -2
— | z3 | = 5 =s| 1 |+t] 0], s telkR
T4 s 1 0
Ty t 0 1

Foljaktligen ar (—1,—2,1,1,0) och (1,—2,0,0,1) en bas i N(F') och dim N(F') = 2.
Enligt Sats 7.5.4, sid 181 ar V(F') holjet av A:s kolonnvektorer, ki, ..., ks, och vi
staller darfor upp beroendeekvationen for att hitta 16jliga element,

Ak + Aoko + Asks + Aky + Asks = 0.
Da detta ar precis den ekvation vi just 16st far vi

s=1,t=0: —k1—2k2+k3+k4:0<:)>k4:k1+2k2—k3
Szo,tzli k1—2k2—|—k5:0<:,>k5:—k1+2k2.

Foljaktligen kan k4 och ks strykas enligt Satsen om 16jliga element (Sats 5.3.16,
sid 111). Vi far

V(F> = [k17k27k37k47k5] = [k17k27k3]
sa att (1,1,0,0),(0,1,1,—1),(2,2,1,—2) &r en bas i V(F') och dim V (F") = 3.



5. Skriv () pa matrisform och bestdm egenvérdena.

Qu) = Qe X) = 11a? + 1123 + 2235 — 2,79 — 167173 — 167973 =
11 -1 -8 )
:(:pl T xg) -1 11 -8 Ty |,
-8 -8 2 T3

74, o
11-A -1 -8 11-A -1 -8
det(A— M) =| -1 11-A -8 |™="|A-12 12-x o0 |MEh
-8 -8 2-A -8 -8  2-A
10-1 -1 -8
=(A=12)| 0 -1 0 :—(A—lQ)’f(i%A ;i':
~16 -8 2-)

= —(A—=12)((10 = A)(2 = \) — 128) =
=—(A—12) (N> = 12X = 108) =0 < A =12,6+12= —6,12,18.

Vi behéver endast bestdimma egenvektorerna till —6 och 18.

]_7 _]. _8 O rlerrgy 1 ]_ _]_ O 241 ]_ 1 _]_ 0 ro+r3
A=—6:|-1 17-8|0 | ~° | -1 17=s8lo | [0 1890 ¥
8 -8 810 17 -1 -810 0-18 90
1 1-1]0 1
~l0 2-1]0]=X4=¢t|1], teR,
00 00 9
71 8]0\ e /11 210N\ ey /1 1 210\ rairg
A=18:[-1-7 slo | "R ™1 7 8lo|™<" [0 6 6|0 | ¥
8 -8 -16 | 0 71 810 0-6-610
11 20 1
~ 01 170 — Xig =1t 11, teR,
00 00 -1
1 1 1 1
fi=—el| 1 |.fz=—e| 1 |.HL=fxf =
1 \/6_ 2 3 3_ _1 2 3 1
— Q(u) = Q(f X¢) = —6y; + 12y5 + 18y3.

(a) Med |u| = 3 ger Sats 9.1.11, sid 227
Amin [U]” = =6-3% = =54 < Q(u) < Mg Jul? = 18:3% = 162

med likhet i respektive olikhet for en egenvektor av rétt lingd till ratt egenvérde.
Foljaktligen ar

max Q(u) = 168 for u = +3f; = +(/3,V3, —V3),

lu=3

N B 3
\1;I11|I%Q<):_54 for u—:|:3f1—j:\/6112 <\/7\/7\/_>



(b) Vi betraktar nu alla u sadana att Q(u) = 3. Ateranvindning av Sats 9.1.11,
sid 227 ger i denna situation

3 1 1
Qu)=3<18uf’ <= |uff> === — |u|>—

18 6 V6

med likhet da u &r en egenvektor till 18 av lingd precis 1/ V6. Foljaktligen, for
de punkter PL pa ytan som ligger ndrmast origo géller

_ 1 1 1 1 1
OP,=4—fi=4+——e| 1 |=2——e[ 1], dvs
* NG V63T 3vV2T 4

1 1 1
P - ) y T
- (3\/5 3v2 3V2 )
och minsta avstandet &r 1/v/6.

6. N(F,) berdknas genom att losa ekvationen A, X = 0. Om dim N(F,) > 0 sa skall
ekvationen A,X = 0 ha icke-triviala l6sningar. Sats 4.7.1 (d), sid 92 ger da att
det A, = 0.

2 a 4|4 |0 a+6 44 2a
1 3 « TSI:?”TQ 1 3 o :(_1)(_1)2+1 Oé+6 4+20é o
3 -2 3 0 7 3+3a T 3+3a
7 10
=(a+6)3+3a)-T7(4+2a)=3a*+7a—-10=0 < o +3a—?:() =

P 10 169 —7i13 R
@ \/36 1\ 36 = g

dvs nollrummet har positiv dimension for o =1 och —10/3.
Studera nu  F(u) = (2,1,«) for a =1 och —10/3 var for sig. Vi far systemen

2 -10/3 4 2\ s (<39 =10 3\ nien
a=-10/3:[-1 3 -10/3| 1 "l 6-10 12| 6 | PR
—  \3 -2 3 F10/3 9 -6 9 10

23 9 -10| 3\ s [~3 9-10]| 3
~[0 8 -8 (12| ™" [0 1 -1 3/2 | = losning saknas,
0 21 -21|-1 0 1 -1 |-1/21

dvs for @« = —10/3 géller att u = (2,1, -10/3) ¢ V(F).

2 1 42 1 3
a=1:(-1 3 1|1 ] [0 7
32 3|1 0 0
18642/3-Tt—1=—1/3+11¢\ | [ 11
— X = 6t —lo ]+t 6|, ter
2/3— Tt 3\ 2 (7



dvs for a =1 géller att u=(2,1,1) € V(F) och

e 11 2
F 3¢ 0| +te| 6 =e| 1
2 -7 1

for alla t € R.

. Séatt up = (1,1,1,1) och uy = (1,0,1,0). Vi borjar med att bestimma en ON-bas,
fi,f, 1 U. Lat f; = u; och ortogonalisera us.

1 1 1 1
1 0 1 1 1 1
112”f1 = (112°f1)f1 = ? € 1 € 1 e 1 = 59 1 |-

0 1 1 1

2 1 1
B B 0 1 1 -1 ] ¢
UQLfl—UQ_u2|‘fl—§ [} 9 —€ 1 59 1 =0

0 1 -1

eftersom |us lfl‘ = 1. Vi kan da anvanda ON-basen till att berdkna
F(V) = V||U = (VOfl) f1 + (VOfQ) fQ.

Enligt Sats 7.3.1, sid 174 bestar avbildningsmatrisens kolonner av koordinaterna for
det som I’ gor med de aktuella basvektorerna, i detta fall standardbasen. Vi far

F(el) = elHU = (610f1) fl + <610f2) f2 =
1 1 1 1 1 1
1 0 1 L, 0 -1 1|
RN RN N e N
0 1 1 0 -1 -1
1 1 1
RN I I T IO T I R O
471 =1 2711
1 -1 0
F(eg) = eQHU (eg'fl) f1 + (eg'fg) fg =
0 1 1 0 1 1
1 1 1 L, 1 -1 1|
0 1 1 0 -1 -1
1 1 0
B l 1 B -1 B 1 1
BN S IR e I 291 0
1 -1 1



och studerar man kalkylen ovan sa ser man att F'(e3) = F'(e;) och F(e4) = F(ey) sa
att [:s matris i standardbasen blir

1 01 0
1 0 1 0 1
A=3511 01 0
01 0 1
Slutligen, eftersom u; och uy € U sa ér ju F(uy) = u, =W och F(uy) = Uy = Uy;
1 1 01 0 1 1
1 1 01 0 1 1 1
Flaw)=Flef ff=5e] 1 5 1 g 171 ]
1 0 1 0 1 1 1
1 1 01 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 0
Flu)=Flel | |=3¢| 1 g1 0 17 |1
0 01 0 1 0 0

Som v3 och vy viljer vi tva (= dim R* — dim U = dim U*) vektorer ur U™, tex
vy =(1,0,—1,0) och wv;=(0,1,0,—1).

Da de tillhor Ut foljer det att bada maste avbildas pa 0. Utrdkning med hjélp av
avbildningsmatrisen ger

1 101 0 1 0
0 1 o101 0 0
0 01 0 1 0 0
0 101 0 0 0
1 1 o1 01 1 0
FO,L0,-1)=Fle| “2%1 1 0 1 0 ol "€ o
-1 01 0 1/ \a1 0

Eftersom uy,us ar en bas i U och v3, v, dr en bas i U har vi kontrollerat matrisen
mot en bas i R* och fatt det forvintade resultatet. Diarmed har vi verifierat att
avbildningsmatrisen &r den rétta.



