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Alla koordinater for vektorer och punkter dr, om ej annat anges, givha med
avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" ir ett euklidiskt rum med
standardskaldrprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

1. Lat a € R och betrakta de tre planen
Ii: —axr+6y+122=1, Iy 2ax+3y+az =13, Il3: —2x+4z=2.

Bestdm a sa att de tre planen saknar gemensamma punkter. For detta (dessa)
varden pa a, lat L, vara skiarningslinjen mellan IT; och Il,. Bestdm avstandet mellan

II5 och L,.
1 2 2
A:(o 14)

Lat F:R"—R" vara den linjira avbildning som har A'A som avbildningsmatris i
standardbasen. Bestdm n och, om mojligt, en ON-bas av egenvektorer till F'.

2. Lat

3. Betrakta underrummet

T+ 2o+ 23+ x4+ 25=0
U= ($1,[L‘2,[L‘3,l‘4,l‘5) S R5Z T + X3 - 21’5 =0
T1 + Tog — T3 — Ty =0

Visa att u = (1,—1,—1,1,0) € U och bestdm en ON-bas i U dér f; = u. Fyll sedan
ut denna till en ON-bas i R” och ange koordinaterna for vektorn v = (—1,0,1,0,0)
i den bas du valt

4. Den linjira avbildningen F:R3*—R? har i standardbasen matrisen

—_ =N
—_Q =
DD = =

Bestdm a € R sa att dim N(F) > 1. For detta vérde pa a, beskriv F' geometriskt.
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5. Lat x5 = (1 r x’ x3) vara standardbasen i P3, x, = (1 x 22 28 x4)

standardbasen i Py och F':[P3—P, en linjar avbildning som i baserna ovan har matri-
sen

N
I
— W~ N
O~ N~
|
— == O N
N Ot DN W DN

(a) Bestdm en bas i nollrummet och ange dess dimension.

(b) Beriikna F(—x + 2°) och ange alla q € P3 sadana att F(q) = F(—z + 2?).

I dina svar skall de efterfragade polynomen skrivas ut som polynom, ej
© matrisform.

. De linjéra avbildningarna F, G: R*—R? ges av

e F(u) = u:s ortogonalprojektion i planet z +y + z = 0,
e (G(u) = u:s spegelbild i planet x — 2y + z = 0.

Bestidm avbildningsmatrisen till F'o G i standardbasen. Ar Fo G = G o F?

. Vilken sorts kurva definieras av ekvationen

522 + 4129 + 822 4 2021 + 80z, + 164 = 07

Rita kurvan noggrannt (i x;xe-systemet). Relevanta punkter, avstand, huvudaxelrikt-
ningar etc skall framga av din figur. Figuren skall redovisas pa separat papper!
Vilj skala fornuftigt.



Losningsforslag till TATA31, Linjir algebra, 2018-01-11

1. Gemensamma punkter fas genom att 16sa ekvationssystemet

—ar + 6y + 12z =1
2ar + 3y + az =3
—2r 4+ 4z =2

Skriv pa matrisform och beréikna koefficientmatrisens A determinant. Da fas

-a 6 12 -5a 0 12-2a CBa 12-2a
20 3 a|"="|22 3 o« :3'_2 [ =3(24 - 24a).
2 0 4 -2 0 4

Determinantkriteriet (Sats 4.7.2, sid 93) ger da att systemet har entydig l6sning om
ovanstaende determinant &r skild fran 0, dvs a # 1 och ingen eller odndligt manga
16sningar om a = 1. Inséttning av a = 1 i ekvationssytemet ger

106 12 1\ 250 o1 6 121\ e /1 0-2] 5
23 113 % o 3 53 ~ 0 3 5| 3
2 0 4| 2 0-12 =20 | 0 00 0]12

sa sytemet &r olosbart da a = 1, d vs planen saknar gemensamma punkter om a = 1.
For att hitta skdrningslinjen 16ser vi det ekvationssystem som fas da vi stryker sista
raden i ekvationssytemet ovan. Vi far da

x 5+2z2=5+0t 5 6
Li:ely | =e|l B=52)/3=1-5t |=e| 1 |+tel|-5 ]|, teR
z 3t 0 3

Lat P = (5,1,0) och tag Py € I3, tex P3 = (—1,0,0). Med n, = (—1,0,2) fas sokt

avstand som POP” , se figur 2.39, sid 53 i boken. Vi far
npp,
5 -1 6
PbP=0OP—-0Py=e| 1 | —e 0 =e| 1
0 0
6 -1 -1 -1
PyPen 1 6
°||n_0 -~ = L Jee| O e[ 0] =—cel 0],
w5 0 2 2 o\ 2
-1
S 6 6
PP —e o _Sle o || =%
Ing, 5 9 5 9 bt

2. Réknereglerna for transponering (Sats 3.2.13 (d), sid 63) ger att
(ATA) = AT A" = APA,

dvs matrisen A'A #r symmetrisk och enligt Sats 7.7.14, sid 198 dr F symmetrisk
och dérmed finns det en ON-bas av egenvektorer enligt Spektralsatsen (Sats 8.3.5,

sid 215). Vi far
12 2\
0 1-1)

ATA = —n=3.
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2
det (A'A—XI)=| 2 5-Ax 3 ["=*] 2 5\ 3 |=
2

2 3 5=-A 0 A2 2-X
-2 2 2 1-A 4 2
=@2-N] 2 5-x 3| e_N] 2 8 3|=
0o -1 1 0 0 1
-1 4
== =N -NE- ) -8 =
=2-AN)(N=9\) =0 < 1=0,2,9
1 2 210\ oy (1 2 210 1 2 210
A=0:[2 5 3]0 ] ™" 0 1-1]0|~|0 1-1]0|=
2 3 510 0-1 110 0 0 0]0
-4
:>X0:t ]_ 5 tER
1
_1 2 2 0 T3—T9 _]_ 2 2 O 0
A=2:12 3 3]0 |70 7 7|0 |=X,=t[1], teR
2 3 3|0 0 0 0]0 -1
-8 2 20\ 2 /2 -4 3]0 2-4 310
A=9:12-4 3|0 ] """ |0-14 14]|0]~[0 1-1[0]|=
2 3-410 0o 7 =710 0 0 00
1
=Xg=t| 2
2
Foljaktligen, véljer vi t ex
-4 0 1
1 1 1
fi=——==el| 1|, ft=—7e| 1], f3==-e| 2
1 1 2
har vi en ON-bas av egenvektorer.
. Inséttning av u:s koordinater i U:s ekvationer ger
1
1+ (-)+(-)+ 1+ 0=0 e
1 + (-1) — 20=0 =uel, flzﬁ:§§ -
1+ (-1)—(-1) -1 =0 1
0

For att fa en andra vektor att utga fran vid konstruktion av ON-basen skriver vi
systemet som definierar U pa matrisform och l6ser det.

1 1 1 1 1]0\ oy /1 1 1 1 1]0\ »ew /1 0 1 0-21/0
1 01 0=2|0|"*~"1o0o-1 0-1-3|0}) X201 01 3|0
1 1-1-1 010 0 0-2-2-110 00 2 2 110



Ty
T2
T3
Ty
Ts

—x3+ 205 = —s —4s — 4t = —bs — 4t
—24 — 3v5 = —t + 65+ 6t = 65 + 5

= S

t
—2xr3 — 2wy = —2s5 — 21

Viljer att ortogonalisera uy = (—4,5,0,1, —2).

-4 1 1
5) -1 -1
1
UQHf (llg'fl) f1 = Z e 0 Cc -1 e -1
1 1 1
-2 0 0
-4 2 -2
) -2 3
Uy p =Wz — Uy, =e€ 0 |+el-2 | =¢e|-2
1 2 3
-2 0 -2

-5
6
=s| 1 |+t
0
-2
1
-8 -1
:Tg —1
1
0
1
, bhb=——=e
2 \/%_

-2

, s, teR.

Om man skriver U:s ekvationer som skaldrprodukter sa kan vi tolka dessa som att

Ty T+ a3ty + 15=0 (1,1,1,1,1)
U=<{xcR>2, + a3 — 2105=0p=<{xcR>x1(1,0,1,0,-2) ,

X1 + Ty — X3 — X4 =0 (1,1,—1,—1,0)
dvs Ut =[(1,1,1,1,1),(1,0,1,0,-2), (1,1, —1,—1,0)]. Da dessa &r parvis orto-

gonala far vi en ON-bas i U* genom normering, dvs vi sitter

f;

1
— €
NG

—_ = = = =

7f4:

1

%E

D4 vi nu har en ON-méingd i R® med “Rétt antal” element har vi en ON-bas i R®.
Anvinding av f = eT <= e=fT ' =fT" ger

-1 -1
0 0
v=el| 1l |=fT"]1|=
0 0
0 0
/2 -1/2  -1/2 1/2 0
~2/v/30 3/v/30 -2/v/30 3/v/30 -2/+/30
=f| 1/vV5 1/v5 1V 1/vV5 1/V6
1/vV6 0 1/vV6 0 -2/v6
1/2 /2 -1/2  -1/2 0

dvs v har koordinatmatrisen X¢ i basen f.
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4. Da A ar en kvadratisk matris foljer det att

2 1_1 T1+2r3 O 3 3

dmN(F)>1 < 0=detA=|1 a 1| ™Z* |0 a+l 3|=
-1 1 2 -1 1 2
=—09-3a+1)=6—-3a < a=2.

For a = 2, berdkna egenviarden och egenvektorer till F.

220 1 =1 [, |3-X 32 0
det(A—M)=| 1 2=\ 1 | = 1 222 1 |=
11 2 0 3-A 3-)
1 1 0
B3N2I 1A 1 |=B-ANX1-A-1)=
0 0 1

=-A3-X2?=0 <= A=0, 3 (dubbel).

Eftersom F &r symmetrisk finns en ON-bas av egenvektorer. Byter vi till en sadan
ON-bas med f; som egenvektor till 0 sa fas

0 0 O 3 0 0 0 0 O
As=|0 3 0| =0 3 0 0 1 0
0 0 3 0 0 3 0 0 1

Da vi ocksa vet att egenrummen till 0 och 3 &r ortogonala mot varann (pga symme-
trin) ser vi pa faktoriseringen av Ag att F' utfor en ortogonalprojektion i planet som
ar egenrum till 3 f6ljt av en strickning faktorn 3. Det enda som aterstar nu ar darfor
att ta reda pa planets ekvation. Da planets normal &r egenvektor till 0 réacker det att
berikna egenrummet till A = 0.

2 1-1[0Y\ "z /<1 1 210 11 210
A=0 1 2 10 ™ 0o 3 3|/0]~1033|0]|=
-1 1 210 0 3 3|0 0 0 0[]0
1
:>X0—t—1,t€R
1

Foljaktligen dr planet II: 2 —y + z = 0 egenrum till 3 och ddrmed kan vi séga att

F(u) = u

5. (a) For att berikna N(F') loser vi AX = 0 pa vanligt sétt.

1-1 2 2[00\ o, (1-12 20\ ., [1-1 2 2|0
2 1 0 30| 258 [0 34-1|0] 23 [0 1-1 0[0 | s
1 2-1 2]0 | ™=" 0 3-3 0l0f| "_* o0 o0-1-1]0] ~
31 15/0 0 4-5-1(0 00 0 00
1 01 2]0 0 1-1 010 0 0-1-11]0
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dvs 14z + 2% — 2% dr en bas i N(F) och dim N(F) = 1.

(b) Skriv —z + 2 pa bas-koordinatform och berikna med hjilp av A. Vi far

1-1 2 2 3

_? 2 1 0 3 _? -1
F(—r+2%)=F|x, | =x,| 1 2-1 2 L =X =

0 3115 0 0

1 01 2 1

=3— 1z — 322+ 2%

Aterstar att losa ekvationen F(q) = F(—z + 2%) = 3 — 2 — 32° + 2. Da vi vet
att q, = —x + x? 16ser ekvationen sa ger Sats 7.5.9, sid 185 att alla losningar
kan skrivas som

q:qp+qh

dér qp, dr en 16sning till F'(q) = 0, dvs q, € N(F). Foljaktligen ges alla 16sningar
till F(q) = F(—x + 2?) av

q=—-r+2°+t(l+z+2*-2%), teR

Alternativ: Det gar forstas bra att 16sa ekvationen direkt ocksa, dvs 16s

1-1 2 2|3
21 0 311
1 2-1 213
31 1 50
1 01 2|1

genom att gora exakt samma radoperationer som da du berdknade N(F).

6. Om Ae &r matris till /' och Be matris till G sa dr AeBe matris till F'oG enligt
Sats 7.6.2, sid 186. Ett alternatic &r da att berdkna Ae och B var for sig, t ex som
i Exempel 7.3.4, sid 175 och sedan berdkna A¢Be. Raknar man sedan ut BeAe
finner man att AgBe = BeAe och ddrmed dr FFoG = Go F.
Har skall vi istéllet utnyttja att de tva planen &r ortogonala. Da kommer ndmligen
bada avbildningarna att ha samma egenvektorer. Sétt

1
1
fi = —=e -2 | = speglingsplanets normal,
Ve
1 1
fo = —1| 1 | = projektionsplanets normal,
V3l



1 1 . (-3 e
f =1 xf, = 2 Ixel 1 =——e| 0 =—e =
Ve 1/ \1 V2T \ 3 V2T
1

-2 1

1/V6  1/V3 -1/v2
—=f=eT=e| —-2/V6 1/V3 0
1/vV6  1/V/3 1/V2

Eftersom F' projicerar varje vektor ortogonal mot f; pa sig sjdlv och f; pa 0 fas

1 0 1 0 0
F(fl):flzﬁ 0 , F(fg):O, F(fg):fgzﬁ 0 :>A£: 0 0 O
0 1 0 0 1
Eftersom G speglar varje vektor ortogonal mot f; pa sig sjialv och f; pa —f; fas
-1 0 0
G(fl) == —f1 == £ 0 y G(fQ) == f2 == £ 1 5 G<f3) == f3 == ﬁ 0 —
0 0 1
-1 0 0
= DBr=[0 1 0
0 0 1

Beteckna med Cf matrisen till 'o G i basen f och berékna den samt dérefter med
hjalp av basbytesformeln C,. Da fas

10 0\ /<1 0 0 “1 0 0
Ce=ABe=|0 0 0 01 0]=(000]=
00 1 00 1 00 1
0 1/vV6 -2/v6 1/V6
:>Ce:TCfT‘1:{T‘1 T( 0 V3 1/V3 1/V3 | =
L) \1/vV2 0 1/V2
1/v6 1/\f—1/f 1/\f 2/f 1/f
=| —2/v6 1/v3 ( =
1/V6 1/V3 1/\f -1/V2 0 1/f
1/3 1/3 -2/3 1 1 -2
= 1/3 2/3 13| ==|1-21
2/3 1/3 1/3) S\2 1 1

Eftersom produkter av diagonalmatriser kommuterar, dvs A¢ By = By Af géller éven
AeBe = BeAe, dvs FoG =GoF.

7. Skriv pa matrisform. Da fas

575 + 4ryw9 + 825 + 201, + 8079 + 164 =

= (m x2)<g ;)( )+20(1 4)<2>+164:0. (1)



Beridkna egenvirden och egenvektorer.

5-A 2
2 8-\
=(A=4)A—9)=0 < A=094.

2 110 2

) (2 1[0) = xme (2, rem
2-110 1

)~ (2 [0) = xm( 1), cen

1 2 1 1 1 2 1
o) e gme(a) == 0 )

Insdttning av Xe = T'X¢ 1 (1) ger

det (Ag — \) = ):(5—)\)(8—>\)—4:)\2—13)\+36:

>

I

B~
VRS

>
I
Ne)
/—l\
DO = DN

Viljer

Xe'ApXe+20( 1 4 )% <_

204/5
=4yf+9y§+—f(—2 9) <y1 ) + 164 =
b Y2
=4y} + 9y5 + 4V/5(—2y1 + 9ys) + 164 =
=4 (yf - 2\/5) +9 <y§ + 4\/5y2> +164 =
2 2
:4((;/1_\/5) —5>+9<<y2+2\/5) —20)—1—16420
2 2
4(?/1_\/5) +9(?/2+2\/5> —36=0 <—
2 2
<:>4(y1_\/g) +9(y2+2\/5) = 36 <—

o 1 (- ﬁ)l (%) =

2 1

| 2)Xf+164:

3

dvs kurvan &r en ellips med halvaxellingderna 3 och 2 i f;-riktning respektive fo-
riktning och medelpunkt M dar

O—M:£<_2£) :[ing]:\/S%QG ;) <—;) :§<—(5))

vilket ger foljande figur.



T2

A

> 11




