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Fullstindiga motiveringar kravs. Losningar ldggs ut efter skrivtidens slut pa
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Resultat meddelas via e-post inom 10 arbetsdagar.

Alla koordinater for vektorer och punkter idr, om ej annat anges, givna med
avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" ir ett euklidiskt rum med
standardskaldrprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

1. (a) Lat L; vara linjen genom (2, 2,4) med riktningsvektor v = (1, 2, 3) och lat II vara
planet med ekvation z — y + 2z = 3. Bestdm skédrningspunkten P mellan II och
L. Ange dérefter linjen Ly genom P som &r ortogonal mot L; och ligger i II.

(b) Berékna determinanten

1 1/2 1/3
1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

2. Lat F:R?*—=R? vara den linjira avbildning sidan att F(u) = u:s spegling i planet
x + 2z = 0. Ange F's egenvirden med tillhérande egenrum samt F':s matris i en bas
av egenvektorer och i standardbasen.

3. Lat

(a) Bestdm en ON-bas i U.
(b) Berdkna avstandet mellan v = (1,1,1,1) och U.

4. Den linjira avbildningen F:R*—R? definieras av
F(x1, 29,23, 24) = (1 + 229 + 203 — 4 , 1 + 322 — 23 + axy).

Bestdm a € R sa att (—1,0,1,1) tillhor F:s nollrum. Ange sedan F':s matris relativt
standardbaserna i R* och R? samt en bas i nollrummet.
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5. Lat u = (l‘l,l‘z,l'g) c Rg och
Q(n) = 1327 + 1023 + 1325 — 4w129 — 107,23 — 42973

(a) Bestdm det storsta respektive minsta viarde Q(u) kan anta da |u| = 7.

(b) Bestdm minsta avstandet fran ytan Q(u) = 6 till origo samt i vilka punkter detta

minsta avstand antas.

6. (a) Underrummet U C P, definieras som

. 1+2?2+24, 1—a+222+ 2%+, 2— 32+ 222+ 223 + 24,
N —2—x+2224+223 — a4, 1 —3x+ 224 223

Ange en bas i U samt dimensionen av U.
(b) Lat
V= {3—bx—x2+2x3,1—4x—x2+2x3—x4}.

Finns det nagot viarde pa b € R sa att V ér ett underrum av U?

7. For alla viarden pa a, 8 € R (ej bada = 0), bestdm a € R sa att gransvérdet

limi L 2)"(a
n—oo g™ \-1 4 6

existerar dndligt och &r skilt fran < 8 ) Ange ocksa gransvérdet i varje fall.
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Losningsforslag till TATA31, Linjir algebra, 2017-08-19

1. (a) Ekvationen for L, pa parameterform blir

T 2 1
Li.e|l y | =e| 2 |+te]| 2 |, teR.
z 4 3

Skarningspunktens P t-virde berdknas genom inséttning av Ly i II:s ekvation.

Vi far

T—y+22=(24+1) —(2+2)+24+3) =5t +8=3 < t=—-1—

L 2 1 1
—OP=¢e| 2| —-e|l 2]|=¢e|0
4 3 1

Da Ly skall ligga i II maste riktningsvektorn vy, vara ortogonal mot planets
normal n = (1, —1,3). Da Ly skulle vara ortogonal &ven mot L, foljer det att

1 1 =7 7
v, [ nxv=e|[-1 |xel| 2 =el-1 | =—-e| 1| =
2 3 3 -3
1 1
-1 2
T 1 7
— Ly el y |=¢e|l 0 ]|+te| 1], teR
z 1 -3

(b) For att underlétta kalkylen ordnar vi sa att vi far heltal i varje position

1 1/2 1/3 | 254 1 6 3 2| nn 1 6 3 2

1/2 1/3 1/4| =" T T?’*:‘”’“m 0 1 1=

1/3 1/4 1/5 P20 1512 P60 45 36
r3—10r; 1 g i) ? | Utveckla efter |
236510 | o 5 16| rad 1 -

B 6 T R S S A |
T 92.363101 15 16| 6310\ 3.6 2160

2. Lat n = (1,0, 1) = planets normal och beteckna med v en godtycklig vektor i planet.
For en spegling géller

Fn)=-n och  F(v)=v.

Foljaktligen ar n en egenvektor med egenviirde —1 och [n] &r egenrummet. Vidare,
varje vektor i planet dr en egenvektor med egenvirde 1 sa egenrummet till 1 &r planet
sjalvt. Med f; = 11 och 5, f; en ON-bas for planet har vi en ON-bas for hela R?. Vi

kan, t ex vilja

0

1 1 1 1
e 0 0+vV2
1 -1 0

1 1
0 s f2: 0 s f3:e2, dvs £:

1
fi=—e —e —
RVl e\ N



Detta ger att F'is matris i en bas av egenvektorer blir

-1
A= {0
0

O = O
_ o O

Eftersom standardbasen och egenbasen bada dr ON-baser foljer det att T" ar ortonor-
mal, dvs T~ = T*. Basbytesformeln ger sedan

. 1 0 0 1 0 1
Ag=TAT'=—=T|10 1 0 1 0-1|=
V2 00 1 0v2 0
(11 0 10 L [0 0-2 0 0 -1
=§00\/§ 10—1:5020:010
1-1 0 0v2 0 -2 0 0 -1 0 0

. Skulle vi parametrisera U:s definierande ekvation skulle vi behtéva tre paramterar,
dvs dimU = 3.

(a) Foljaktligen behover vi tre vektorer till var ON-bas. Vilj tva ortogonala vektorer
iU, tex u; = (2,1,0,0), wuy = (0,0,3,1). Vilj sedan en tredje vektor i U som
inte dr en linjirkombination av u; och uy, tex uz = (0,1,2,0). Siatt f; = uy,
f; = U, och ortogonalisera us med hjalp av Gram-Schmidtprocessen. Vi far

2 0
fi=1u 1 1 £ g 1 0
BV : =t——e :
1 1 =€l o 2 gm 3
0 1
3)|[f1,£2] (ugef)) fi + (ugefy) fy =
_1 1 1 1 .
+ 1 e 1 e 0 . ol
1001 2 =1 3 el 3 —
2 0 9
= le 1 + E e 01 _ 1 1
5|0 03| 509
0 1 3
0 2 9
u3L[f1,f2] = uz — u3|‘[f17f2} - 5 (S 10 — 9 _ 69 |
0 3 _3



£ g B 1 4
3 u3l[f17f2} - \/Tg 1
-3

och vi har att f;, f5, f3 &r en ON-bas i U.

(b) Enligt sats 6.3.15, sid 150 &r minsta avstandet det ortogonala avstandet, dvs

m1n|v—u|—)v—

uel VHU‘ - )Vw)'
Med v = (1,1,1,1) fas
VHU = (Vofl) f (V'fg) f2 + (V’f3) f3 =
2 0 -2 0
_3e ! +4e 0 +Oe 1 —18 ; —
5|00 3 B | L 5|6
0 1 -3 2
5 6 -1
. - _ . 1 3 o 3 — 1 2 —
MU A B e O B B
5 2 3
VI
o=

4. Insédttning ger

F(=1,0,1,1) = (—142—1,-1—1+4a) = (0,a—2) = (0,0) < a=2.

Lat e, och e, vara standardbaserna i R* respektive R?. Skriver vi de inblandade
vektorerna i “bas-koordinatform” fas

F($1,$2,$3,$4) - F §4 —

(x1 4 229 + 225 — x4, 11 + 322 — 23+ 214) =

T1+2x9 +2w3 — 14 \
<SL’1+3SL’2—SL’3+CLSL’4)_

Ty

e (1 2 2—1) T
=2\1 3-1 2 r3 |’

N _— -\ 2,

Aey ey

dvs matrisen A, o, 4r F:matris med avseende pa standardbaserna i R* och R®.
For att berdkna N(F) loser vi Ag, o, X = 0 pa vanligt sitt

1 2 2-110 ro—"T1 1 2 2-110 r1—2r2 1 0 8-7]0 —
1 3-1 210 0 1-3 3]0 0 1-3 3|0



Ty —8s + Tt -8 7

= R 3s — 3t =s 3 +t -3 , s, teR,
T3 s 1 0
T4 t 0 1

dvs (-8,3,1,0), (7,—-3,0,1) &r en bas i N(F).

5. Skriv () pa matrisform och berékna egenvirdena.

(a)

Q(u) = 1327 + 1023 + 1322 — 4wy 39 — 102123 — 47973 =
13 -2 -5 T
=(xy @ x3)| -2 10 -2 ry | = XTAX
-5 -2 13 I3

13- -2 -5 13- -2 -5
det (A—AX)=| -2 10-A -2 |™=| -2 10-) -2 |M&%
-5 -2 13-) A-18 0 18-
8-A -2 0
=(A—18)| -4 10-X-2 :(A—ls)‘iA 1_02—)\‘:
0 0 1
=(A=18)((8=A)(10 = X) = 8) = (A —18) (\* = 18X + 72) =

= (A—18)A—12)(A—6) =0 < X\ =18,12,6.
Enligt Sats 9.1.11, sid 227 giller att
Amin|ul* < Q1) < Aax|ul?

med likhet da u &r en egenvektor till respektive egenvérde. I vart fall &r A\;, = 6,
Amax = 18 och |u| = 7 s& min-virdet blir 6-7° och max-virdet 18-7°.

Sats 9.1.11, sid 227 ger i denna nya situation att
6 [ul* < Q(u) =6 < 18 ul”

med likhet i den vénstra da u ar en egenvektor till 6 och i den hogra da u ar en
egenvektor till 18. Da vi soker den néirmaste punkten &r den véinstra olikheten
ointressant och den hogra ger

1 1
18[uf* > 6 < |u\22§ = |u > %=

7

med likhet da u &r en egenvektor till 18, dvs om Q(u) = 6 och u &r en egenvektor

1
till Apax = 18 sa ar |u| = 7 Berédkna egenvektorerna till A = 18.
52 5|0\ =5 /1 4 1]0
(A—18NX =0 < |2 -8-2]0 | "% [-5-2-5]0 | ="
-5 -2 -50 0 0 0]0
1 4 110 1
~10 18 0|0 | =Xis=t|l 0], teR
0 0 0]0 -1



(!
Ujg=——=e¢e ,
18 Noks o
dvs en egenvektor av lingd 1 till egenvirdet 18. Punkterna ndrmast origo, pa
avstand 1/v/3 ér alltsa de som har +1;5/v/3 som ortsvektor, dvs
11

1
P = iﬁﬁ(m, ~1) = 176(1,0, —1)

ar de punkter pa ytan som ligger ndrmast origo.

6. Kalla de genererande polynomen py, ..., ps, still upp beroendeekvationen samt
“linjarkombination= godtyckligt polynom”, skriv som ekvationssystem pa vanligt
sétt och 16s. Vi far

AP1 + Aop2 4+ Asps + Maps+ Asps =0, ag + ax + asx® + azx® + art =

1 1 2-2 10 ag 1 1 2-2 110 ao
0-1-3-1-3|0 a; | r3», | 0-1-3-1-310 ay i
1 2 2 2 110 a |~ 10 1 0 4 0]0-=-aptay | “~*
01 2 2 2|0 ag 01 2 2 210 as
1 1 1-1 0[]0 ay 0 0-1 1-11]0 -ag+ay
1 1 2-2 110 ao .
0-1-3-1-31]0 ay e
~[0 0-1 1-1]0 aj+as ~
0 0-3 3-3]0-ap+aqj+as
0 0-1 1-110 =-ag+ay
11 2-2 110 ao
01 3 1 3|0 -aq
~ 00 1-1 170 —Q1—as (1)
0 0 0 0 0]0 ap+t2a1-as+3as
0 0 0 0 0|0 aptar+ag—ay
(a) Vi borjar med beroendeekvationen. Ur (1) foljer
)\1 —)\1—)\2—2)\3+2)\4—)\5 = 4s+t 4 1
)\2 —3)\3— )\4—3)\5 =-4s -4 0
A3 | = A= A5 = st =s| 1 |+t]|-1 |, s,teR
A4 s 1 0
As t 0 1

S:]_,tZOZ 4p1—4p2+p3+p4:0<:>p4:—4p1+4p2—p3
SZO,tzli p5:—p1+p3.
Foljaktligen kan py och ps utses till 1jliga element enligt sats 5.3.16, sid 111.

Dérmed géller att U = [py, p2, p3] och p1, pe, ps ér linjart oberoende. Foljaktligen
ar de en bas i U och darmed &dr dimU = 3.



(b) Ur (1) foljer att ett godtyckligt polynom é&r en linjairkombination av de genereran-
de polynomen pq, p2, Ps3, P4, P5 0mm ag+2a; —as+3az = 0 och ag+a;+as—ay = 0,
dvs

U:{a0+a1$+a[2x2+a3x3+a4x4G]P)4: a0+2a1 —(12+3a3 :O}

ag + ap + ag —ag =0
Inséttning av V:s genererande polynom i U:s ekvationer ger

2,03 4 Qo+ 201 — as + 3a3 = 1+2(—4)—(—1)+3-2=0
1—4dx—x“+2x°—x": @+ ay n 45 —ay= 1—442—(—1)=0"
dvs 1—dz—2>+22°—2* € U och

ag + 2&1 — as + 3&3 = 3+2<—b)—<—1)+32210—2b:0

2 3.
3—bxr—z*+2z°: a0 + a N s — Gy = 3—b+2=5—b=0"

dvs 3—br—2°4+22° € U omm b = 5. Foljaktligen #r V ett underrum av U omm
b=>5.

. Berdkna egenvérden och egenvektorer till matrisen.

det(A—)\I):'l__)‘ 4?)\':(1—)\)(4—)\)+2:>\2—5)\+6:0<:>A:2,3
-1 210 2
o (2D re(?). e
-2 210 1
o (220 = mai(1), rem

Foljaktligen har vi en bas av egenvektorer till A = Ae. Sétter vi

TIQ(? 1>:>T1:<-1 _;)’Af:(g g)’Ag:(zon 30">
a1 @\ (1 -1 a\ 2" 0 a—pf -
Jrar(5)=ra(3) (5)=7(5 2 ) (035 ) -

a—ﬁ)(? })(é)+3"(—a+26

:2"(a—5)(1>+3"(—a+26)<1) —

La(s)-Fea(t) B ()

S~—
N
— N
— =
~_
N
— O
~_
Il



Eftersom gréinsvirdet skall vara &ndligt och nollskilt foljer det ur (2) att om a = 3
och —a+20#0 < «a # 2[ sa fas

1 «Q 2" 3"
745 ) = Fe-n( 1) +geeram(])-
2" 1

:3—n(a—ﬁ)<§)+(—a+25)(l) —>(—a+25)<1) (3)

dan — oo. Om a = 2§ sa blir resultatet i (3) nollmatrisen och vi ser i (2) att termen
innehallande 3" forsvinner. Foljaktligen, om o = 20 sa maste a = 2 for att vi skall
fa ett dndligt och nollskilt gransvéirde. Detta ger

()5 () Femean(}) ()

for varje viarde pa n sa darmed blir ju ocksa grénsvirdet 5( ? )

Vi sammanfattar:

(a) Om « # 20 sa maste a = 3 for att gransvirdet skall existera #ndligt och nollskilt.

Gransvérdet blir (—a + 26)( } )

(b) Om a = 2 sa maste a = 2 for att griansvirdet skall existera dndligt och nollskilt.

Gréansvirdet blir da ﬁ( ? )



