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Alla koordinater for vektorer och punkter dr, om ej annat anges, givha med
avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" ir ett euklidiskt rum med
standardskaldarprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

1. Betrakta punkten P = (2,3,2) och linjen

T 1 3
L:e|l y |=el 2 |+te]|-1 |, teR
z 3 2

i rummet (ON-system).
(a) Bestdm det plan som innehaller L och P.
(b) Bestdm det plan som innehaller P och &r ortogonalt mot L.
(c¢) Bestdam avstandet mellan P och L.
2. Bestdm den allménna losningen till nedanstaende system av differentialekvationer,

2y = bry — 6xy + 1613
xh = 31y — 4xe + 1823 .
xy = 3x3

Bestdm sedan den 16sning for vilken géller

l’l(O) = 8, ZL‘Q(O) = ]_2, l‘g(O) = 3.

3. Lat ey, e5, e3 vara standardbasen i R® och F, G: R*—R? linjira avbildningar dir

F(u) = u:s ortogonalprojektion i planet II: x — y + z = 0 och

G(u) = strickning av u:s ep-komponent med en faktor 3.

Bestdm matrisen i standardbasen till den sammansatta avbildningen Fo G.
Ar FoG =GoF?

VAND!
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4. Lat

T — 23 + 14 =0

Ange en ON-bas i U och bestam dérefter avstandet fran v = (1,1,1,1,1) till U:s
ortogonala komplement, Ut

. Lat x5 = ( 1z 22 28 ) vara standardbasen i P3, x, = ( 1 = 22 ) standardba-

sen i Py och F:P3—P; en linjér avbildning som i baserna ovan har matrisen

1 1-1
A=12 2 -2
3 1 1

L 00 W=~

(a) Bestdm baser i noll- och virderum samt ange deras respektive dimension.
(b) Visa att q = 1+ 2z + 32® € V(F) och ange alla p € P3 sadana att F(p) = q.

I dina svar skall de efterfragade polynom skrivas ut som polynom, ej i matrisform.

. Visa att ekvationerna

Qi(z,y) =42® — 242y + 11y* =5 och Qq(x,y) = 42® — 24xy + 11y* = —5

definierar varsin hyperbel. Vilken av hyperblerna &r nérmast origo? Rita, pa sepa-
rat papper, bada hyperblerna i samma koordinatsystem. Av din figur skall tydligt
framga symmetriaxlarnas riktning, vilka punkter som &r nérmast origo for respektive
hyperbel samt koordinaterna for dessa.

. Lat aq, as, ag vara tre olika reella tal. Visa att det for varje polynom p € Py finns

reella tal \i, \y, \3 sadana att

p(l‘) . )\1 )\2 )\3

(r—a)(z—w)(r—a3) xz—ap T—ay T—ag

for alla x # aq, as, as.



Losningsforslag till TATA31, Linjir algebra, 2017-04-18
1. (a) Lat Py = (1,2,3) och bestdm vektorn

2 1 1
PBP=0OP—-0F =¢e| 3 |—-¢e| 2 ]|=¢e|1l
2 3 -1

Lat v vara L:s riktningsvektor och n(, det sdkta planets normal. Da géller

1 3 1
N,) HPOPXV:Q 1 X e -1 =e -5 :>H(a)2—l’—|—5y—|—4z:D
-1 2 -4
1 -1

PeH(a) — _2+53+42:21, dvs H(a): —1‘+5y+4z:21

b) Da L ar ortogonal mot det sokta planet I, foljer det att vi kan vélja n,y = v
(b) (a)
sa att
Hyy:3r—y+22=D
Pellyy=32-3+22=7, dvs Ilp:3v—-y+22="7.

(c) For att berdkna avstandet berdknar vi forst

1 3
- 1 —
PP, =— (PPov)v=—|e| 1 |ee[-1 v=0v=0,
Vvl AT\ 2

dvs PyP 1 v och foljaktligen blir det sokta avstandet

1
|BPl=le| 1 || =3

2. Skriv systemet pa matrisform och bestam koefficientmatrisens egenvéarden och egen-

vektorer.
r) = bry — 6x9 + 1623 ) 5 -6 16 )
xh=3ry —4dxy + 1823 — X'=| a2, | = 3 -4 18 xy | = AX
Ty = 3x; T 00 3 T3
5-A -6 16 -
tveckl - _
det(A—M)=| 3 -4-) 18 |= ;Vecdag :(3—)\)‘53>‘ _43‘:
0 0 3=\ efter rad 3 |
=B-NA=5)A+4)+18) =B =N\ —-A-2)=
=B-ANA-2)A+1)=0 < N=-1,2,3
6_6 16 O T1—21r9 ]__1 6 0 1
A=—1: 3-3 18[00 " [0 0-20[0]|=XxX,=¢t|1],teRrR
00 410 00 410 0
3-6 160 3-6 160 2
A=2 3-6 18/0]|"~"10 0 2/0]|=Xy=t|1],teR
0 0 110 0O 0 110 0



2-6 160 (2r9—3r1)/4 1-3 8|0 1
A=3 3-7 1810 "’ 0 1-3/0]=2Xyo=t|3],teRr
0 0 010 0 0 010 1
Dérmed har systemet den allménna losningen
1 2 1
X(t) = C,left 1 + 02€2t 1 -+ C3€3t 3
0 0 1
Inséttning av ¢ = 0 ger
1 2 1 1 1 C_4 8
X0 =Cq| 1 ]|+C[1 ]+ 3 =113 C, | =112 | <
0 0 1 0 0 1 Cs 3
1 2 1] 8 1 2 1|8\ r+om 1 0 5|16
1 1 3|12 |~ |0o-1 24| <~ 0 1-2|4|=
0 0 1] 3 0 0 113 0 0 1] 3
C_1 16 —53=1
— | ¢ |=| -4+23=2 |,
Cs 3

dvs 16sningen med de sokta begynnelseviardena &r

z1(t) 1 2 1
Xt)=| a(t) | =e | 1 | +2* 1 | +3e¥[ 3

3. Bestam forst F:s matris A och G:s matris B var for sig genom att bestamma vad F'
respektive G gor med ey, eq, e3. Ur ekvationen for II fas att vi kan viljan = (1, —1,1)
som planets normal. Vi far

(eyem) X 1 1 1
F(ej)=e —e;, =e; — n=e ——-|e| 0 Jee|-1 el-1 | =
[n |n2 3
0 1
(3 (2
=51¢€ —€ 5
3 0 3 1
1 0 1 1 1
F(es) = ey €21 3 el 3 -1 gg 2 ],
0 1 1
1 0 1 1 -1
F(e3) =e;3 €31, 3 el O -1 §§ 1 —
3 1 2
1
1
2

—_ o =



For G:s del blir kalkylen snudd pa trivial,

S w O
_ o O

1
G(el) = e, G(eg) = 382, G(eg) = €3 <— B = 0
0

Matrisen for F'oG ar

1 2 1 -1 1 0 0 1 2 3 -1
AB = 3 1 2 1 0 3 0| = 3 1 6 1
-1 1 2 0 0 1 -1 3 2
och for Go F ar den
1 1 0 0O 2 1 -1 1 2 1-1
BA = 3 0 3 0 1 2 1] = 3 3 6 3
0 0 1 -1 1 2 -1 1 2

Da AB # BAir FoG # GoF.

. Loser man det definierande ekvationssystemet far man en tre-parametrig 16snings-
méngd, dvs dimU = 3. Med den sa erhallna l6sningsméngden kan vi starta Gram-
Schmidt processen. For att korta ner raknandet kan man istéllet sjalv viljauy,u, € U
sadana att u; L uy och sedan en tredje vektor us € U som da dr den enda som
behover ortogonaliseras. T ex kan man vilja

w = (1,1,1,0,1), w=(-1,0,1,2,0), us=(1,1,0,—1,0).

Satt f; =u; fy = Uy och ortogonalisera us. Vi far

1 -1
1 0
f; = %E 1], = %Q 1
0 2
1 0
U3 g, = (uzefy) fi + (uzefa) £ =
1 1 1 1 -1 -1
1 1 1 1 1 1 0 0
=—1]e] 0 Jee| 1 el 1 |+=1e| 0 Jee| 1 el 1 | =
o B 0 o O |« 2 2
0 1 1 0 0 0
1 -1 2
1 0 1
1 1
= 5 el 1 |—-e]| 1 = 59 0| = Uz pop = U — unghf2 =
0 2 -2
1 0 1
2 2 0 0
1 2 ! 1| ! . |
=—1]le|l 0 ]—e| O =—10 och vi viljer f3=—1 0
21 |2 . 210 V2| g
0 1 -1 -1




Eftersom
V. =V

LU U
ger Sats 6.3.15, sid 150 1?61[8} v —u| = ‘V —Vip| = ‘VﬂuL = ‘V”U‘. Vi far
VHU = (V‘fl) fl + (Vsz) f2 + <V0f3) f3 =
~—
=0
1 1 1 1 -1 -1
1 1 1 1 1 1 0 0
= 1 el 1 Jee| 1 el 1 |+ G e| 1 [ee] 1 el 1 | =
1 0 0 1 2 2
1 1 1 1 0 0
3 -1 2
1 3 0 1 3 1
=—-]lel|l 3 |+el| 1 =—-e| 4 :>min|v—u|:’v ’:—\/42.
3 3 uel+ ol 3
0 2 2
3 0 3

5. Enligt Sats 7.5.4, sid 181 &ar virderummet holjet av avbildningsmatrisens kolonnvek-
torer. Vi studerar nu nollrumsekvationen, AX = 0 tillika beroendeekvation for nyss
ndmnda kolonnvektorer, samt ekvationen ”linjarkombination av kolonnvektorerna =
godtyckligt polynom ag + a1z + a.z?. Da fas foljande system

1 1-1 4/0 a\ 2252 /1 1-1 4]0 ao
2 2-2 8|10 a | "X" [0 2-4 9]0 3ap-ay |. (1)
31 1 3|0 ay 0 0 0 0]0-2a+a

(a) Vi borjar med nollrummet, dvs vilka polynom by + by + byx® + bgz® ér sadana
att F'(bg+byx+box? +bsx®) = 0-polynomet? Liser vi ekvationssystemet (1) ovan

fas
bo —by 40y —dby = —s +1t -1 1
b | (4b2—9b5)/2=2s-09t | _ | 2| |9 , steER=
b2 S 1 O
bs ot 0 2

— N(F) = [-1+ 22+ 2% 1 — 92 + 227

sa att —1 42z + 2%, 1 — 92 + 22° #r en bas i N(F) och dirmed dim N(F) = 2.
Ser vi nu (1) som beroendeekvationen for kolonnvektorerna, py, ps, ps, P4 sa ger
l6sningen (2) att

s=1,t=0: p3=p1—2p s=0,t=1: psg=(—p1+9p2)/2,

dvs dim (VF) = 2. Om vi sedan betraktar den tredje tolkningen av (1) far vi att
ett polynom &r en linjarkombination av kolonnvektorerna omm  —2ag+a; = 0,



dvs

1 1
VIF)= x| 2 |, x| 2 || =[1+22+32"1+20+2%] =
3 1

= {ao + a1z + axa® € Py — 2a9 + a; = 0}.
Foljaktligen ér 1 + 22 + 32,14 22 + 2% en bas i V(F) och dim V(F) = 2.
(b) Vi noterar att q =forsta kolonnvektorn i A. Eftersom forsta kolonnvektorn =

F(forsta basvektorn) foljer det att

1
x| 2 | =1+2x+ 327
3

F(1)=F [ x3

o O O

Sats 3.4.9, sid 72 ger da att

F(p)=q < p=p,+Dpn

dér partikuldrlosningen p, ar en 16sning till F'(p) = q och homogenlisningen py,
ar en losning till F(p) = 0, dvs p, € N(F). Foljaktligen, samtliga losningar p
till ekvationen F(p) = q ges av

1 1 1

0 2 -9

0 0 2
=1+s(—1+2z+2*) +t(1 -9 +22°), steR.

Man far naturligtvis samma svar om man stéller upp och loser ekvationssystemet

[GVRN NI

1 -1
2 -2
1 1

W OO W~

1
2
3
pa vanligt sétt.

6. Skriv ekvationerna pa matrisform och berékna egenvirden och egenvektorer. Vi far

4 -12 x
= 4% — 24ay +110° = ( z ( )( ):i5
Q1,2 Y Y ( y) 12 11 y
4 -12 | o B
det (A AI)_)_12 11_)\‘_(4—>\)(11—>\)—144_>\—15)\+100—

(A=20)(A+5) <= A=20,-5
-16 -12 4 3 3
A=20: <_12 —9)N<O O):>X20:t(_4), telR

9 -12 3 -4 4
=5 (o)~ (070) = xe=t(3) cer




_ _ L(3 4 n _ 2 2
fermol (1 0) = a(e(%)) ~mi-ni- 55 o

= dy? —ys = +1

Eftersom egenvéardena har olika tecken visar kalkylerna ovan att kurvorna &r hy-
perbler. Om man utgar fran grundutseendet for en hyperbel sa inses att de punkter
pa hyperbeln som &r nédrmast origo, har en av koordinaterna =0. Vi borjar med
Q1 = 4y} —y5 = 1. Eftersom y; = 0 #r omojligt i ekvationen foljer det att de punkter
som ligger ndrmast, P+ (for det &r ju tva) har ortsvektorerna

o2\ 1.1\ 1. 1 (3
i) -sta(3) b oe2)

1 1 1
och avstandet blir foljaktligen |uy| = :téfl =3 If1] = 5

Motsvarande analys for Qo = 4y} — y5 = —1 ger

— 0 0 1 4
o 1( 1) +(3) -

och avstandet }ng’ = |f)| = 1 vilket ger att kurvan Q, (z,y) = 42 —24xy+11y°=5
ligger nérmast origo.

Det kravs inte for full poang, men skadar inte att veta hur man riknar ut asympto-
terna eftersom det underldattar kurvritandet avsevirt. Asymptoterna fas genom att
studera

Q=4y —y3=0 < 2y — 1y, =0 eller 2y +1,=0

o= (3)=o0r () e (1) () -

1 2
(2-11)(5):5(%—11@/):0 = Y=o

()= oo 0 ()()-

(10 —5)(:;):2x—y:0 = y=20

21 +yo =

Ol = /™~ Ol
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7. Borja med att séatta hogerledet pa gemensamt brak. Da fas

Mz —ag)(x —az) + A —aq)(z — az) + A3(z — o) (x — ozg).

(r —aq)(z — o)z — az)
Uppgiften bestar darmed i att bevisa att
Py =[(z — ao)(z — a3), (z — a1)(z — a3), (x — o) (z — )]

Eftersom dim Py, = 3 har vi "Rétt antal element” och enligt Satsen om rétt antal
element (Sats 5.4.19, sid 121) ricker det att visa att dessa &r linjért oberoende. Stéller
vi upp beroendeekvationen fas

Mz —ag)(x —az) + Xa(r — ar)(x — az) + A3(x — ag)(z — ag) = 0, (3)

dvs ekvationen skall vara uppfylld for alla x € R. Insédttning av z = a1, © = as,
xr = ag ger da eftersom aq, i, arg ar tre olika reella tal,

Tr = O - )\1(0&1 — Oég)(()él — 043) + )\2(0[1 — Q7 (Oél asg) + )\3(0[1 — &1)(0&1 — 042) =

o1 — (3 =0 <= A\ =0

= )\1(041 — Qg
(

= )\2 Qg — (X ) (g — (3

( ( 0
r = Q3 . )\1(0&3 — O[Q)(Ozg — O[g) + )\2(0[3 aq (Ozg Q3 )\ (O[g — Ozl)(Ozg — O[Q) =

) )
) )
r=0o: A(og— ao)(ar —ag) + Aa(e — o) (e — ag) + Az(a — aq) (o — ag) =
) ) =
) )+
) ) =

= )\3(0&3 — Q9 (a1 Qa3 0 <= \3= 0,

dvs
(r—an)(r — a3), (r — a1)(x — az), (r — a1)(x — ay)

ar linjart oberoende och ddrmed &ar

[(z = a2)(z — a3), (z — 1) (@ — a3), (. — ) (2 — a2)] = Pa.



Man kan forstas ocksa forenkla beroendeekvationen (3) och skriva den som ekva-
tionsssytem pa vanligt sitt. Da fas

QoA + aragde + arasds + ((—ae — ag) A + (o — ag) Ao + (—ay — ao)Ag)z+
+ ()\1 + )\2 + )\3)1’2 =

Oé20é3)\1 + 061043)\2 + 041042)\3
=(1 = 22)| (—o2—az)\ + (a1 — ag) o + (—a1 — a2)As

A+ A2+ A3
Q203 CS1e%:] €51e%) A
:(1 T xz) —rg — Q3 —Q — Q3 —O] — Qo N | =0
1 1 1 A3
[6DI0 %} 103 [e5Ye%) ko—kq
k3—k1
—Qp — Q3 —0p — a3 —O0] — Q2 =
1 1 1
[6D)O %} 043(&1 — Oég) Ozg(al — Oég)
= | —Qg — Q3 Qg — (X1 3 — Q1 =
1 0 0
« «
= (a1 — 042)(()(1 — Oég) _31 _21 = (a1 — Ozg)(Ozl — 043)(042 — Ozg) 7é O

eftersom «q, an, a3 dr olika reella tal. Foljaktligen &r beroendeekvationen entydigt
l6sbar, dvs de genererande polynomen ér linjért oberoende.



