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Inga

hjalpmedel. Ej riknedosa.

For godkéant racker 9 poéng och minst 3 uppgifter med 2 eller 3 poédng. Godkénd kontroll-
skrivning (> 11p) ht2016 ger 3 poéang pa uppgift 1 (som alltsa inte behover 16sas) och 16p
eller mer ger 4 poéng pa uppgift 1. Markera detta genom att skriva ”G” respektive ”G+1”
i rutan for uppgift 1.

Fullstindiga motiveringar kravs. Losningar ldggs ut efter skrivtidens slut pa

http://courses.mai.liu.se/GU/TATA31 /tentor.html

Resultat meddelas via e-post inom 10 arbetsdagar.

Alla

koordinater for vektorer och punkter &dr, om ej annat anges, givna med

avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" &r ett euklidiskt rum med
standardskaldarprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

(Ip) L
(Ip)
(Ip)
(Bp) 2
(Bp) 3

(a) Avgor om linjerna

T 3 2
Li:ely | =el|l 2 |+te|-1 ], teR,

z -2 1

T 4 -1
Ly:ely | =e| 3 |+te| 1], teR

z 0 0

skir varann. Om sa &r fallet, bestdm skdrningspunkten.
(b) Bestdm (den spetsiga) vinkeln mellan linjerna i (a)

(c) Ange skérningslinjen, pa parameterform, mellan planen 3z — 2y + z = 3 och
rT—y+2z=2.

. Lat F: R*<R? vara den linjéra avbildning sadan att F(u) = u:s ortogonalprojektion

i planet x — 2y = 0. Ange F':s egenvirden med tillhérande egenrum samt F':s matris
i standardbasen och i en bas av egenvektorer.

. For vilka viarden pa a,b € R saknar ekvationssystemet

rT+2y+3z=0
2r+ y+az=1
ar + y+2z=1

16sningar? For dessa viarden pa a och b, bestdm minstakvadratlosningarna till det
olosbara ekvationssystemet.

VAND!



(3p)

(3p)

(2p)

(1p)

(3p)

4. Betrakta den linjira avbildningen F: R>—=R? som i standardbaserna for R” respektive

R? har avbildningsmatrisen

1
A:

DO W
—_w O

2
1
1

O NS

a
1
dér a € R. Bestdm a sa att v = (2,-3,1,1,1) € N(F). Bestam dérefter en ON-bas
i N(F') och dimensionen av V(F).

. Visa att Q(u) = 52* + 42y + 8y* = 180 definierar en ellips. Rita kurvan noggrant pa

separat blad. Skala: minst 2 rutor per lingdenhet. Av din figur skall framga sym-
metriaxlarnas riktning, ellipsens halvaxellingder (exakta virdena skall vara angivna
i figuren) samt koordinaterna for symmetriaxlarnas skdrningspunkter med ellipsen.

. (a) Betrakta underrummet

U:{ao+a1x+a2x2+a3x3ep3: ap+ ar — ax — agzo}.

a0+2a1+3a2+2a3:0

Bestdm en bas i U och fyll ut denna till en bas i P3. I ditt svar skall basvektorerna
skrivas som de polynom de &r, inte pa bas-koordinat-form!

(b) Bestdam koordinatmatrisen for q = 1 — 2 + 2% — 2% i den bas du valde i (a).

. Lat F:R*—R? vara den linjéra avbildning som utfor en vridning 7/2 moturs kring

e; sett fran spetsen av e;. Lat G: R*—R? vara samma avbildning fast med es som
vridningsaxel. Ge en fullstandig beskrivning av den sammansatta avbildningen F o G.



Losningsforslag till TATA31, Linjiar algebra, 2017-01-09

1. (a) Eventuell skdrningspunkt fas genom att losa

3 2 4 -1
el 2 | +te —1 =e 3 +se 1 —
-2
1 1 2 3 1
— s |-1 -1 -1 -1 2]1=11 “—
0 0 1 -2 2
1 2|1 1 2|1 1 211
ro+11 T3 T2 S -3
— |-1-1]|1 ~ 0 12 0 1|2 :><t):<2)
0 112 0 12 0 0]0

Inséttning ger skdrnigspunkten (7,0,0).

(b) For att berikna vinkeln berdknar vi skaldrprodukten mellan linjernas riktnings-

vektorer. Lat vi = (2,—1,1) och vo = (—1,1,0).
2 -1
vievao=e |-1 Jee| 1 | = -3
1 0

Da den spetsiga vinkeln efterfragas maste skalarprodukten vara positiv
Foljaktligen berdknar vi istéllet (se figur)

(c) Los ekvationssystemet

T — y+22226kv273ekv1 SC—y—|—2z: 2
{3$—2y+ z=3 { y—5z:_3:>

T =24y—2:=2—3+5t—2=—1+3t
—{ y=-3+5r=—-3+5¢

, teR=
z =1
T -1 3
=L el y |=el|-3 |+te]| 5 t e R.

Y

z 0 1



2. Lat n = (1,—2,0) = planets normal och beteckna med v en godtycklig vektor i
planet. For en ortogonalprojektion géller

F(n)=0 och F(v)=v.

Foljaktligen dr n en egenvektor med egenviirde 0 och [n] dr egenrummet. Vidare,
varje vektor i planet #r en egenvektor med egenvirde 1 sa egenrummet till 1 &r
planet sjilvt. Med f; = n och f5, f; en ON-bas for planet har vi en ON-bas for hela
R3?. Vi kan, tex vilja

1 1 1 2 1 1 2 0
flz—g -2 7f2:—§ 1 7f3:e37 dVSiZ—g -2 1 0
Va0 Vi o > \o o V5

ot

Detta ger att F':s matris i en bas av egenvektorer blir

Ap =

o OO
O = O
_ o O

Eftersom standardbasen och egenbasen bada dr ON-baser foljer det att T" &r ortonor-
mal, dvs T~ = T*. Basbytesformeln ger sedan

2

1

0

0
Ag = TAT ! = T 1
0

0
0
0
0 0
(21
0 0

3. Vi skriver systemet pa matrisform och anvénder determinantkriteriet (Sats 4.7.2,
sid 93). Da fas

_ o O

1 -2
2 1
0 0

ot

0
0
VB

O =N
ol o O

4
:52
0

&OO
o O O

r+2y+3z2=10 1 2 3 x b

20+ y+az=1 <= 2 1 a y | =11

ar + y + 2z =1 a 1 2 z 1
A X Y

1 2 3 T1—21r9 _3 0 3_201

detA=12 1 a| =?| 2 1 a :(a—Z)'i)) 3_21a
a 1 2 a-2 0 2-a
=(a—2)3—=(3—-2a))=2a(a—2)=0 <= a=0,2,

dvs systemet har entydig 16sning for alla b € R om a # 0 eller 2. a = 0 eller 2
kontrolleras separat.

1 2 315 1o —2rq 1 2 3 b
a=2 2 1 2|1 ek 0-3-411-2b | som ér losbart for alla b € R.
2 1 211 0 0 0



1 2 3| 1 2 3 b\ rpiss (1 2 3| b
a=0 21 01| lo-3-=6]1—20) 70 1 2| 1
01 211 01 2 1 0 0 0|4-2b

som saknar 16sning om b # 2.
Aterstar att bestimma minsta-kvadratlosningarna till AX =Y for a = 0 och b # 2.

1 2 0 1 2 3 5 4 3
AlA=12 1 1 21 0)=114 6 8
3 0 2 0 1 2 3 8 13
1 2 0 b b+ 2
Ay =2 1 1 1 =1 20+2
3 0 2 1 3b+2

Los sedan normalekvationerna pa vanligt sitt

5 4 3| b+2 o 3 8 131306+2\ rin
4 6 8|20+2 ) "X [ 12 18 24| 6b+6 | PR
3 8 13|3b+2 15 12 9|3b+6

3 8 13| 3b+2\ %27 /21 56 91| 21b+14 \ s

~ 1 0-14-28|-60-2 | 2* | 0 7 14| 3b+1 o

0 -28 -56 -12b-4 0 0 O 0
7 0 =7 |-D+2 1 —b+2 1

~ 1 0 7 14| 3b+1 :>X0:? 3b+1 | +t|-2 ], teR.
0 0 0 0 0 1

4. Vi borjar med att berdkna a

2 2
-3 -1 a 3 0 2 -3
F2,-3111)=F|le| 1 ||=e|a 2 0 31 1| =
1 1 0-2 1 -1 1
1 1
3 — 3a 0
=e;| 2a—2 | =e5] 0| &< a=1
0 0
Berdkna sedan N(F') pa vanligt sdtt genom att 16sa AX = 0.
11 3 0 2[0\ ey /<1 1 3 0 20\ 2% /1-1-3 0-2]0
1 203 110]™ (03 33 3|0 ~ |01 11 1]0
1 0-2 1-110 0 1 1 1 1710 0O 0 0 0 010
1 0-2 1-1]0
"1 11 10| =
0O 0 0 0 010



2 1 1
-1 1 -1
— N(F)>u=re| 1 |+se| 0 |+te| O |, rsteR
0 -1 0
0 0 1
uj uz us

och foljaktligen ar N(F) = [uy, uy, us] vilket ger dim N(F') = 3. Dimensionssatsen
(Sats 7.5.6, sid 182) ger da att

dimV(F) = dimR® — dim N(F) =5 — 3 = 2.

Vidare observerar vi att us L us och viéljer darfor f; = 0, f; = 3. For att erhalla
en ON-bas i N(F') behover vi bara anvinda Gram-Schmidtprocessen pa u;. Vi far

1 1
1 1 5 (!
Mg ¢y = (Mef) Bt (mef) B = e _(1) e 8 B
0 1
1 3 4
1 1 -3 1 -2
_1 0 _1
0 3 3
6 4 2
-3 -2 1 -1
Wig e =M T My e — 5 € ?) - (1) ~3° 11)) )
0 3 -3
2
1 -1
f = Wy ) = —\/24g i)
-3

Sammanfattningsvis, a=1, f;, f, f5 enligt ovan &r en ON-basi N (F) och dim V' (F")=2.

5. Skriv () pa matrisform och berdkna egenvirden och egenvektorer.

Q(u)zQ(g(Z)):5x2+4:cy+8y2:(x y)@ ;) <‘;):180,

det (A — AI) = ‘ DO

=(A=9)A\—4)=0 <= A=4,9.

1 210 1 210 2

‘:(5—)\)(8—)\)—4:>\2—13)\+36:



I ovanstaende ON-bas av egenvektorer fas

Q(u)ZQ(f(z;)) = 4y? 4+ 92 = 180 «—

2 2 2 2 2 2
Y1 | Y2 Y1 Y2 Y1 Y2
— —t === t|l—=] =|—F) t|—F=]) =1
45 20 <\/45) <\/20) (3\/5) <2J5)
Ur ellipsens ekvation pa standardform avlédser vi nu att

e storaxelns lingd dr 3v/5 och att storaxeln skér ellipsen i punkterna med ortsvek-

tor w =t (%)) aevBn —an e (1) —we ()

e lillaxelns lingd &r 2v/5 och att lillaxeln skér ellipsen i punkterna med ortsvektor

uL:if<2\O/5):iQ\/SfZZiQ\/%%gG):ig(Z).

Vi far ur detta foljande figur (kurvan skall ga genom (+£6,0) men jag ar for dalig pa
ritprogrammet for att fa till det).

Yy Y2
4+ (2,4)
(—6,3) 3+
ol 25

Y1




6. (a) Los ekvationssystemet for att fa en bas i U.

ap + a1 — ay — a3 =0 eckv2—ekvl [ g + a1 — as — a3 =10
{

ap + 2a1 4+ 3as + 2a3 = 0 a, + 4as 4+ 3a3 =0
ekvl—ekv2 ao — 5(12 — 4(13 =0 .
CL1+4CL2+3CL3:O
ag 5s + 4t 5) 4
B BN —4s — 3t _ -4 |2 ster
as s 1 0
as t 0 1
Ur detta foljer att
5) 4
-4 9 -3 3
P1=X[ =5—4dr+2x2° och py=x 0 =4—-3r+x
0 1

ar en bas 1 U. For att vilja utfyllnad utnyttjar vi plus-satsen (Sats 5.4.21, sid 123)
tva ganger. Som forsta utfyllnadspolynom véljer vi p3 = 2—x som bryter mot den
1:a av de ursprungliga ekvationerna men uppfyller den andra och som dédrmed
inte tillhor U. Enligt plus-satsen ar py, po, ps linjart oberoende och

[P1, P2, P3| = {CLO + a1z + agr® + azz® € Py: ap + 2a1 + 3az + 2a3 = O} .

Som sista utfyllnad véljer vi ett polynom som bryter mot den aterstaende ek-
vationen, tex py = 1. Enligt plus-satsen &ar p1, p2, P3, P4 linjiart oberoende och

eftersom de dr “ratt antal” ar de en bas i P53 enligt satsen om réitt antal element
(Sats 5.4.19, sid 121).

(b) Insdttning av q:s koordinater i ekvationerna for U ger att q € U. Foljaktligen
giller att q:s ps- och ps-koordinater &r 0 och

5 4l nefens (1 01
on b mapy -4 -3 |1 Ehaek: 0 1+l | _

q = 71P1 2P2 10 0 0l0

1+ 0 00
1
-1

= q=p1—P2+0ps+0pa= (P P2 Ps Ps) |, |

0

1

dvs q:s koordinatmatris i basen py, po, p3, P4 ar 0

0



7. Kalla F':s avbildningsmatris A, G:s B och F o G:s C. Klart att (hall tre pennor som
ett ON-system och vrid 7/2 kring e; respektive e3)

1 0 0
Fle)=e;=e| 0|, F(es) =es=e| 0 |, F(es) = —e;=e -1
0 1 0
0 -1 0
Glej)=eys=¢e| 1 |, Gles)=—e;=e| 0 |, G(esg) =e3=e| 0 | =
0 0 1
1 0 0 0-1 0
0 1 0 0 0 1

Satsen om avbildningsmatris till sammansatt avbildning (Sats 7.6.2, sid 186) ger

1 0 0 0-1 0 0-1 0
C=AB=|0 0 -1 1 00l=(0 0-1
0 1 0 0 0 1 1 0 0

Vi observerar att d&ven C' &r en ortonormal matris och enligt Sats 7.7.2, sid 191 &r
ocksa F o (G isometrisk. Enligt sats 7.7.6, sid 195 ar det A = det B = 1 eftersom bade
F och G ar vridningar. Produktlagen for determinanter, Sats 4.8.1, sid 96 ger da
det C' = det AB = det A-det B =1-1 =1 sa dven F oG &r en vridning.

Bestam vridningsaxeln till F'o G, dvs 16s ekvationen CX = X <= (C —1)X = 0.
Vi far

—1 —1 O O r3+7r] 1 1 0 0 r3+r9 1 1 O 0
0-1-11]0 ~ 0-1-11]0 B 01 1|0 | =
1 0-11]0 0-1-11]0 00 010
1
—X=t|-1], teR
1
Sitt
1 1
1 1
fi=—7el|-1 ] fh=—7e| 1|,
V3T 2 \o
] 1 1 1 “1
f; = xf, = e|-1 X el 1 =—e| 1 —
3 1 2 \/g\/—_ 1 < O 6_
1 1
-1 1

1/V3 1/vV2 -1/V6
—=f=el|-1/V3 1/V2 1/V6 | =eT, T '=T",
1/vV3 0 2/V6
0-1 0 1/vV3 1/vV2 -1/V6
Ce=T'CT=T'[0 0-1](-1/vV/3 1/vV2 1/vV6 | =
100 1/vV3 0 2/V6



1/vV3 -1/V3 1/V3 1/vV3 -1/v2 -1/V6
= 1/vV2 1/vV2 0 ~1/V3 0 -2/V6 | =
-1/V6 1/vV6 2/V6 1/vV3 1/v2 -1/V6
1 0 0
=0 -1/2 -v3/2 |,
0 V3/2 -1/2

dvs F oG é&r en vridning moturs vinkeln arccos(—1/2)=27/3 sett fran toppen av
1

fi=—(1,—-1,1).

1 \/g ( )
Alternativ: Istillet for att anvinda basbytesformeln kan vi berdkna vinkel och vrid-
ningsriktning enligt foljande:

e Tag vektor ortogonal mot vrisningsaxeln, tex (1,1,0). Vridningsvinkeln fas da
som vinkeln mellan (1,1,0) och F(1,1,0).

e Berékna sedan (1,1,0)xF'(1,1,0). Denna blir med nédvéndighet parallell med
vridningsaxeln. Blir riktningen samma som vridningsaxeln sker vridnngen moturs
sett fran toppen av vridningsaxeln. Blir riktningen motsatt sker vridningen

medurs.
Vi far
0-1 0 1 -1
F,1,00=e| 0 0-1|[1]=elo0
1 0 0 0 1
-1 -1 -1 1 2m
el 0 |¢F(1,1,0)=e| 0 Jee| 0 |=—1=2cosf <= cosl=— - — O=—
2 3
1 1 1
1 1 -1 1
el 1 | xF(1,1,00=e| 1 | xe|[ 0 | =e|-1 | = vridningsaxeln,
0 0 1 1
1 1 -
1 1 0

dvs vridningen sker moturs sett fran toppen av (1,—1,1).



