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Inga hjalpmedel. Ej riknedosa.

Pa uppgift 1-14 skall endast svar ges. Varje rétt svar ger 1 podng, fel svar 0 podng.
Uppgift 15 och 16 ger tre poang vardera; fullstindiga och vdlmotiverade losningar
krdvs.

Minst 11 poéng tillgodoriknas som tre poéing pa uppgift 1 pa tentamen.

Minst 16 poéng ger ytterligare en bonuspoing pa tentamen.

Rétten att tillgodorikna sig bonus bestar under lasaret 2016-2017.

Resultatet meddelas via e-post. Losningar laggs ut efter skrivtidens slut pa

http://courses.mai.liu.se/ GU/TATA31 /tentor.html

Om inget annat ségs, ér alla koordinater for vektorer i planet och rummet givna relativt
en hogerorienterad ON-bas.

1. Skriv ekvationssystemet

r1 — 229 + 313 — x5 =1
T3 + T4 =0
l‘5:7

pa matrisform (dvs pa formen (A|Y")) och ange l6sningsméngden i parameterform.

2. Betrakta matriserna
1 2
A:(é :;) B=|(-1 3
2 1
Berdkna den/de av de nedan angivna operationerna som dr definierade:

A+ B, AB, BA,  AB.

3. Rita ett vanligt rdtvinkligt koordinatsystem (hoger ON) och lat fem rutor svara mot
en lingdenhet. Lat e vara en ON-bas dér e; pekar i den horisontella koordinataxelns

riktning och es i den lodréta axelns riktning. Rita i detta koordinatsystem in, sa exakt
1
3

u pa v och den ortogonala projektionen av v pa u.

som mojligt, vektorerna u = e <_ ), v=e <_i) ), den ortogonala projektionen av

4. Lat u;=e; + 282, 112:281 -+ 782 och V:261 — €9.
Skriv v som linjarkombination av u; och us.

5. Ange ekvationen pa parameterform till den linje L genom punkten (1,2,3) som &r
vinkelrdt mot planet 3z —y + 22 = 7.

VAND!
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11.
12.

13.

14.

15.

16.

Ange mittpunktsnormalen N till strickan mellan punkterna (—2,1) och (7, —2).
Bestdm den punkt i planet II: 4z + y + 2z = 1 som ligger ndrmast punkten (1,1, 1).
Bestdm avstandet mellan punkten (3,3) och linjen 2z + 3y = 6.

Bestdm ekvationen pa normalform till planet som innehaller punkten (1,1,1) och
linjen

T 2 -1
L:el y | =el|-1 |+te| 2 ], telR
z 1 2

Betrakta underrummet U av R* definierat genom

ry — X9 + ZE3+2I‘4:0
U = { (21, T, 73, 14) € R: och
1+ 229 — 23+ w34 =0

och lat

vi=(1,0,1,0), vo=(1,1,2,—-1), wvy=(1,—1,0,—1), vq=(1,2,3,4).
Vilken/vilka av vy, ..., vy tillhor U?
Beriikna arean av triangeln med horn i (2,1, —1), (3,—2,2) och (1,2,1).

Berakna vinkeln mellan vektorerna e; +2e; +e3 och 2e; + ey + es.
Svaret far innehalla arcusfunktioner.

Los matrisekvationen (A — At)_l X(B’l)t = C dar
1 -2 1
A:(é Z) B=|o0 1 2 C=<;§i’)
3 1-1
Berédkna inversen till matrisen
1 2 2
A=11-1 3
-1 3 -4

Avgor for vilka viarden pa de reella talen a och b som ekvationssystemet

r+2y+3z2= b
—2r+4+ay— z= a
ar + y + 2z = -2

har entydig 16sning, ingen 16sning eller odndligt manga losningar. Fas odndligt manga
16sningar for nagot val av a och b skall 16sningsméngden anges.

Betrakta underrummet
U=|[(1,-1,1,0),(2,1,1,3),(0,—1,1,1),(1,1,0, 1)] C R*.

Beskriv U med sa fa vektorer som majligt. Avgor om vektorerna vi = (3,1, 1,2) och
vy = (1,0, 1, 1) tillhor U eller inte.



Losningsforslag till TATA31. Linjir algebra, 2016-10-27

T 8 2 3
i) 0 1 0
.z | =10 [+s] O | +t|-1
Ty 0 0 1
T5 7 0 0

2. AB och A + B ar inte definierade.
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Lo 16 5 (16 (1) 5 (2} _1 (16-10
VEgWmogm | =rel g )38l 7 )T 38 3235

1
6. N: 3z —y = 8 (normalform) eller e < g) = 5@(_? ) +t§<z1))), t € R (parame-

terform)

15 3
7. (-=,2,2
(7’7’7)



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Skriv pa matrisform och berdkna nollstillena till determinanten av koefficientmatri-
sen. Vi far

1 2 3|0 1 2 3|, |-5 2+3a 0 utv. efter
2 a-1|a |, F2 a-1]|727|-2 a -1 :{ . }:
S P el 2asl 0O kolonn 3

= (DA 22y e | = 05— e Ga+)

=3-3a’>=0 < a=+1.

Determinantkriteriet (Korollarium 4.7.2; sid 93) ger da att systemet har entydig
l6sning for alla a # 41 oavsett virde pa b. Vad som géller for a = £1 kontrolleras
separat.

1 2 3 b ro+27r1 1 2 3 b TQjTZTS 1 2 3 b
a=1 2 111|210 5 5|20+1 | “X* [0 1 1| b+2
1 1 212 0-1-11-b-2 0 0 0F3b-9

1 2 313 1 0 1}1 x 1 1
01 1t |"=2 (0 1 1 |=|yl|=|-1]|+|1] ter
00 0]0 00 0]0 2 0 -
(1)
1 2 3B\ ooy /1 2 3| b 1 2 3] b
a=—1 2 -1-1F1 | ™" 0o 3 5]2-1 <%0 3 5|21
-1 1 2F2 0 3 5| b-2 0 0 0]-b-1



16.

Av ovanstaende framgar att systemet &r olosbart daa = —1om b # —1. Om b= —1
fas

1 2 3}1 x (1-2y-32=- 142+ 10t — 9t = 1 +¢
0353 |=1_y]= —1—(52/3) = —1—5t =
00 0]0 2 3t
1 1
= -1 |+t|[-5 ], teRr (2)
0 3

Sammanfattningsvis fas alltsa:
(a) entydig 16sning for alla b € R om a # +1,
(b) ingen 16sning om a = 1, b # —3 eller a = —1, b # —1,

(c) o#ndligt manga losningar, med 16sningsméngden i (1), da a = 1 och b = —3 och
med l6sningsméngden i (2) daa=b=—1.

Los beroendeekvationen och utse med ledning dérav, 16jliga element. Enligt Satsen
om lojliga element, sats 5.3.16, sid 111 kan dessa strykas ur definitionen av holjet
utan att holjet d&ndras. Kalla de genererande vektorerna uy, us, us, uy. Parallellt med
beroendeekvationen studerar vi ocksa ekvationen “Linjéarkombination av uy, us, us, uy
= godtycklig vektor x = (xy, xo, x3,14)”. Vi far

1 2 0 1
-1 1 -1 1
Aug + Aoug + Azug + Aquy = A e 1 +Are 1 +Ase 1 +Ase o |~
0 3 1 1
1 2 0 1 A1
-1 1-1 1 Ao | 0. x
1111 0 o | T
0 3 1 1 A4
1 2 0 110 ¢ 1 2 0 1]0 1 ratars
1 1 -1 100 o | 25210 3-1 20 z+zg | el
1 1 1 0|0 ux3 0-1 1-1]0-z;+x3
0 3 1 1[0 x4 0 3 1 110 Ty
1 2 0 110 ol 1 2 0 110 1
0O 1-1 110 T1—T3 r4a—2r3 0O 1-1 110 T1—T3
0 0 2-11]0 —2{L'1+ZL'2+3.I’3 0 0 2-11]0 —2l’1+l‘2+3$3
0 0 4-21]0 -3x1+3x3+24 0 0 0 010 x1-2x9-3x3+14
Vi borjar med att 16sa beroendeekvationen.
A —2X =X =0 0
Ao A3 — A= —t -1
vl = h =t | ter
)\4 2)\3 =2t 2



Inséittning i beroendeekvationen av 16sningen for ¢ = 1 ger
Oup —w+uz+2uyy =0 <= uz = uy — 2uy,

dvs vi kan utse ug till 16jligt element. Satsen om 16jliga element, sats 5.3.16, sid 111
ger da att

U = [uy, uy, Wiz, uy] = [uyg, ug, uyl.
Eftersom losningen till beroendeekvationen var en-parametrig finns det efter stryk-
ningen av ug inte ldngre nagra 16jliga element kvar. Enligt sats 5.4.4, sid 114 &r da
de aterstaende vektorerna linjart oberoende.
Vidare ser vi att ekvationen “Linjarkombination av uy, us, us, uy = godtycklig vektor
X = (21, g, x3,14)” dr 16sbar omm 1 —2x9 —3x3+ x4 = 0. Detta betyder att vektorn
x dr en linjarkombination av uy, ug, usg, uy, dvs € U, omm x; — 225 — 323 + 24 = 0.
Foljaktligen

U=[u,us,uy = {x€R" 21 — 225 — 33+ 24 =0}.
Lat vi = (3,1,1,2) och vo = (1,0, 1, 1). Inséttning i ekvationen ger

vi:3—21-314+2=0=v, €U
vy 1—20-3141=-1#0= vy ¢U.



