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Resultat meddelas via e-post inom 10 arbetsdagar.

Alla koordinater for vektorer och punkter idr, om ej annat anges, givna med
avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" ir ett euklidiskt rum med
standardskaldarprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

(Ip) 1. (a) Lat

T 1 1
Li:e|l y | =el|l 2 |+te] 0], teR,
z 3 -1
T -2 1
Ly-e|ly | =el| 3 |+tel|l 2], teR
z 1

Ange ekvationen for planet som innehaller L, och &ar parallellt med L.

(1p) (b) Lat
2 1
12 1-1 2
‘4_<3 4)’ B__(Q 1 3)’ C"‘;:i

Av nedan angivna matrisprodukter, berikna dem som &r definierade.
AB, BA, BC, AC!

(1p) (c) Ritai ett vanligt tvaaxligt koordinatsystem in vektorerna u = (7,3), v = (—2,1)
och den ortogonala projektionen av v pa u. Skala: Tva rutor per lingdenhet.

2. Bestdm minstakvadratlosningen till matrisekvationen AX =Y dér

1
ochY = 1
0

A=

_ o =
—_ =

Utnyttja minstakvadratlosningen ovan till att berdkna ortogonalprojektionen av
v = (1,1,0) pa underrummet U = [(1,0, 1), (1, 1, —1)] och dérefter berékna avstandet
mellan U och v.



. For vilka viarden pa « utgor de fyra polynomen

p1 =1 — 2z +42% + 23, p2 =2 — 3z + 92% — 23,
ps = 7 — 122 + 302° + o?a?, ps = —1+ 4z 4 202* — 723

en bas i P37 For varje virde pa a € R, bestdam dim V.

. Bestdm en ON-bas i V = {(:1:1,:52,:63,3:4) ERY z1+ a9+ 13 — 14 = 0} och fyll ut
denna till en ON-bas for R*. Dela upp v = (1,2,3,4) i komponenter v; € V och
vy L Vsaatt v=v;+ vy

. Bestam storsta och minsta virde av

Q(z,y, 2) = 4a* + 4y* + 5% + 22 — 22

da 2 + 3?4+ 2*> = 3. Ange ocksa i vilka punkter dessa viirden antas.

. Den linjara avbildningen F':R"—R™ har i standardbaserna for respektive rum ma-
trisen

1 2 1 1
2-1 2 3
-1 3 1-2
1 2 2 1
-3 -1-2 -4

Vad ar i sa fall n och m? Bestam baser i noll- och varderum samt alla x sadana att
F(x)=(1,2,-1,1,-3).

. Galler pastaendena nedan? Bevisa eller motbevisa.

a) Méangden av alla 3x3-matriser A diar det A = 0 ar ett underrum av rummet av
g
3x 3-matriser.

(b) 2? #r en egenvektor med egenviirde 2 till avbildningen F:P3—P3 som definieras
av att F(p(z)) = xp'(z).

(c) Den kvadratiska formen Q(z,y,2) = 2%+ 4y + 2> — 4wy &r positivt semi-definit.



Losningsforslag till TATA31, Linjir algebra, 2016—08—-20

1. (a) Av forutsittningarna foljer det att det sokta planets normal &dr ortogonal mot
de bada linjernas riktningsvektorer, d vs parallell med deras krysspodukt och att
punkten (1,2, 3) tillhoér planet.

1 1 2 1
njlel 0 |xel 2 =e|-2 | =2e|-1 | =Ilz—y+2z=D.
-1 1 2 1
1 1
0 2

Inséttning av (1,2,3) ger D =1—-2+4+3=2,dvs Il 2z —y+ 2z = 2.
(b) Endast BA &r odefinierad. De andra blir

we(3 D61 )
re- (371 3) (1)
: )

veu 1 -2 7 7 11 7 . .
(c) Vie = |u|2u = g <g< ) )-g < 5 )) e ( 3) = —%g ( 3) (Efterfragas ej.

Det &r figuren som betyder nat.)

2. Minstakvadratlosningen fas genom att 16sa ekvationen A’AX = A'Y. Berdkna de
ingaende matrisprodukterna.

11 1
b, (1 01 (20 W (101 (1
AA—<11—1 ?_1 “los) Y =1 14 (1]_ 2 )



Vi far ekvationen

(3= (2)- ()4

Sats 6.4, sid 158 ger da att

Avstandet mellan U och v definieras som

6

1
=—lle| 6 | —e
6

réleiﬁrjﬂv —u| = |Sats 6.3.15, sid 150] = ’V — V”U’ = ’VMU’ =
7
0 -1

. Eftersom dimP3; = 4 har vi ar "ritt antal element”. Darmed racker det att visa att
P1, P2, P3, P4 ar linjart oberoende for att de skall vara en bas. Beroendeekvationen
for p1, pa, Ps, P4 blir (x =standardbasen i P3)

P14+ AoPa + Asps + Py = A (1 — 22 +42% + 2°) + \p(2 — 32+ 927 — 2°)+
+ A3(7 — 122 + 3027 + ®2%) 4+ My (—1 + 4o + 2a2® — T2°) =

1 2 7 -1
-2 -3 -12 4

=\ X 4 +Ao X 9 +A3x 20 +Mx 20 | =
1 -1 a? -7

1 2 7 -1 A
2 -3-12 4 Ao
4 9 30 2« A3
1 -1 o® -7 A\

Sats 4.7.1, sid 92 ger da att

P1, P2, P3, P4 &r linjért oberoende <= det A # 0.

Vi far
1 2 7 1| e |12 7 -1
dotA— 273712 4] %200 1 2 2 | [Utvecklar efter]
CET4 09 30 22| T 01 2 4+2a | kolonn 1 -
1 -1 o -7 0 -3 -T+a®> -6
1 2 2 | |1 2 2
=1 2 420 |"E" |0 0 22 |=-(a®—1)(2a+2) =
L3 —T+a® -6 0 -1+ 0




=2a+1)}a—-1)=0 <= a==+l,

dvs p1, P2, P3, P4 dr en bas i P3 omm o # +1.
Detta betyder ocksa att dimV = [py, p2, p3, p4] = 4 om «a # +1. Bestam dimV da
a=1och —1. a=1 ger

1 2 7-1]0Y\ meaey (1 2 7-1]0 1 2 7-1]0
2 -3-12 40| %510 1 2 2[00 Bsal0 1 2 20 .
4 9 30 2|0 01 2 60 a 0 0 0 4|0
1-1 1-7]0 0-3-6-6/0 0 0 0 010
A1 -3
Ao -2
= L=t t € R = p3 = 3p:1 + 2po,
3
Ay 0

dvs ps kan utses till 16jligt element. Satsen om l6jliga element ger da att V =
[P1, P2, p4]. Da det nu inte finns nagra fler 16jliga element foljer det att py, pe, ps ar
linjart oberoende och dérmed en bas i V sa att dimV = 3.

a = —1 ger

1 2 7-110\ .o 1 2 7-11]0 1 2 7-11]0

2 -3-12 4|0 | 0 01 2 2/0|4s2101 2 20 .

4 9 30-2]0 01 2 2|0 a 0 00 0fO0

1-1 1-710 0-3-6-60 000 0fO0
A s+ 4t —Ts+t = —3s+ bt -3 5!

— A | L —2s =2t =5 -2 +t -2 , s,teR

)\3 S 1
VI t 0 1

Szl,t O:>—3p1—2p2+p3:0<:>p3: 3p1+2p2
8:0,t21:> 5p1—2p2—i—p4:0<:>p4:—5p1+2p2’

dvs p3 och pys kan utses till 16jliga element. Satsen om 16jliga element ger da att
V = [p1,p2). Da det nu inte finns nagra fler 16jliga element foljer det att p;, po r
linjért oberoende och dédrmed en bas iV sa att dimV = 2.

Sammanfattningsvis, p1, P2, P3, P4 ar en bas i P3 om « # 41 och da ar dimV = 4.
Oma=14a dimV =3 ochom a = —1 &r dimV = 2.

. Skulle vi skriva 16sningen till den for V definierande ekvationen skulle vi behéva tre
parametrar. Saledes dr dimV = 3. Vi viéljer darfor tre linjart oberoende vektorer
pa ett smart sétt sa vi slipper anvinda Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess i
onodan. Vilj

1 0 0
f—ie -1 f—ie 0 us = e 1
1 \/5_ O ) 2 \/i_ 1 ) 3 h=3 _1
0 1 0



Alla tre ligger uppenbarligen i V eftersom de uppfyller ekvationen for V, f; L f5 och

fi| = |f2] = 1. Ortogonalisera ug med avseende pa f; och fs.

1 0 -1
1 -1 0 1 1
Wygp gy = (Wt B (ef) o =5 ) el g el f=gef
0 1 -1

0 -1 1

B 1 2 1| 1 [

Wree — T Wee T2 [ l2 | T8 || T 2%

0 -1 1

och vi viljer f3 eftersom \ugl[

= W3y gy ) fl,fg}‘ =1
For att hitta utfyllnaden till en ON-bas for R* skriver vi ekvationen for V som en
skalarprodukt:

T
T2
Zs3
Ty

O=21+20+23 —24=¢ o€

— =
|

dvs V bestar av de vektorer i R* som #r ortogonala mot (1,1,1, —1). Foljaktligen

far vi en ON-bas for R* om vi fyller ut den befintliga ON-basen for V med denna
vektor normerad, dvs f; = (1,1,1,—1)/2.

) Y )

Enklast blir att berakna v, eftersom

1 1 1 1
! 2 1 0 S B
V2E Vi T [ C 3 [T 1 1] 7291
4 -1 -1 -1
2 1 1
SRR B N I N IR N O I
VIEVEVREolE e | S || T 2% 5
8 -1 9
5. Borja med att skriva ) pa matrisform. Vi far
4 0 1 x
Qz,y,2) =42 +4y* + 52" + 222 —2yz= (z y =z)[ 0 4 -1 y | =X"AX.
1 -1 5 z
Berdkna egenvirdena till A.
4-X 0 1 4-) 0 1
det (A—A)=| 0 4-X -1 |["E"|4-x 4-x 0o |M="
1 -1 5-A 1 -1 5-A
4-X 0 1
4-)N 1
=4-XN] 0 1 0 —(4—)\)’ 5 5_)\’—

2 -1 5-A



A=N((4=NGB-X)—-2)=A—-NA\ -9\ +18) =
(4= NA=6)(A—=3)=0 < A=3,4,6.

Sats 9.1.11, sid 227, ger med |u|® = 22 4 y% + 22 = 3 att
Aminuf? =33=9 < Q(u) < 6:3 =18 = Apax|u/?

med likhet i respektive olikhet da u &r en egenvektor till respektive egenvirde av
lingd v/3. Vi beriiknar diirfor egenvektorerna till 3 och 6.

1 0 1|0 1 0 1]0 1 0 1|0
A=3:l0 1-1]0 ™[0 1-1|/0]™* [0 1-1]|0]|=
1-1 20 0-1 110 0 0 010
-1
= X3=t| 1|, teR
1
—2 0 1 O r1+273 1 —1 —1 O r3+79 1 _1 —1 0
A=6:{0-2-1]{0 | "~*[0o-2-1{0] <% |0 2 1]0]|=
1-1-1/0 0-2-110 0 0 010
1
:>X3:t —]_ s tER
2
Foljaktligen,
e 1
min Q(u) =9 for u=+vV3——e —+el| 1|,
luj=v3 V3 1
dvs min antas i punkterna +(—1, 1, 1). Slutligen,
1 1 1 1
max Q(u) =18 for u=+vV3—=e|-1 | =+t—e[-1 |,
juj=v3 V6T g V2o,

dvs max antas i punkterna +(1, —1,2)/v/2.

. Den linjdra avbildningen F: R"—R™ séges ha avbildnigsmatrisen A med avseende pa
standardbaserna om avbildningen kan skrivas pa formen

F(x)=F(e,X) =¢,AX.

Detta innebar att matrisprodukten AX dér A dr en 5x4-matris och X en nx 1-matris
maste vara definierad. Foljaktligen &r n = 4 och produkten blir da en 5x1-matris,
dvs m =5 sa att F:R*—=R5.

For att bestdmma en bas i N(F) loser vi ekvationen AX = 0

121 1[0\ ,., /1 21 1]0 1 21 1]0
2-1 2 30| 22 [ 0-50 10| s | 05 0 1[0 | 7522
13 1=2/0] "% o5 2-1l0l™ |00 2 00"
1 22 110 00 1 00 00 1 00
3.1 -2 410 05 1-1]0 00 1 00




12 1 1]0
0 o0 1lo —2t—5tt——7t _I

~l0o 0100 |=x=t . =t|, | teRr
000 00 o -
000 00

dvs (=7,1,0,5) &r en bas i N(F).

Eftersom V(F) = [kq, ko, ks, k4] dér kq, ko, k3, k4 dr avbildningsmatrisens kolonnvek-
torer sa blir beroendeekvationen for dessa den ekvation vi precis 16st. Foljaktligen
far vi med t = 1 att

—7k1 —|—k2 +5k4 =0 <~ k2 = 7k1 - 5k4,

dvs vi kan utse ky till 16jligt element. Satsen om 16jliga element ger da att V(F') =
[k1, ks, ky] och da det inte finns fler 16jliga element &r

ki =(1,2,-1,1,-3), ks=(1,2,1,2,-2), ky=(1,3,-2,1,—4)

en bas i V(F).
Lat nu x € R* vara sadant att F(x) = (1,2,—1,1,-3) = k;. Da F(1,0,0,0) = k;
foljer det att

F(x—(1,0,0,0)) =k, —k; =0 = x — (1,0,0,0) € N(F) = [(~7,1,0,5)] =
— x =(1,0,0,0) + t(—7,1,0,5), t€R.

. (a) Falskt! Kalla den aktuella méngden M och lat, tex

1 0
Alz 0 y AQZ 0
0 1

O = O
o O O
o O O
o O O

Da giller att det Ay = det A, = 0 sa att A;, A, € M. Da A; + A =enhets-
matrisen I och det I = 1 foljer det att A; + A ¢ M, dvs M &r inget underrum
till rummet av 3x3-matriser.

(b) Sant! F (2*) =z (:cQ), =x(22)=2-2%, dvs 2” dr en egnvektor med egenviirde 2.

(c) Sant! Q(x,y,z) = 2> +4y* + 2> — 4oy = (v —2y)* + 2% > 0 for alla (2,9, 2) € R?,
dvs @ ar antingen positivt definit eller positivt semi-definit. Samtidigt, om z = 0
och z =2y # 0, dvs om (z,y,2) = t(2,1,0), t # 0 sa ar Q(2t,t,0) = 0. Detta
visar att @ &r icke-negativ och har fler nollstéillen &n (0,0,0), dvs @ ar positivt
semi-definit.



