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For godként riacker 9 poéng och minst 3 uppgifter med 2 eller 3 podng. Godkénd kontroll-
skrivning (> 11p) ht2015 ger 3 poéang pa uppgift 1 (som alltsa inte behover 16sas) och 16p
eller mer ger 4 podang pa uppgift 1. Markera detta genom att skriva ”G” respektive "G+1"
i rutan for uppgift 1.

Fullstindiga motiveringar kravs. Losningar ldggs ut efter skrivtidens slut pa

http://courses.mai.liu.se/GU/TATA31 /tentor.html

Resultat meddelas via e-post inom 10 arbetsdagar.

Alla koordinater for vektorer och punkter idr, om ej annat anges, givna med
avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" dr ett euklidiskt rum med
standardskalarprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

1. (a) Lat L vara linjen genom (—1,1,2) med riktningsvektor e; + 2es + 3es och lat
P =(1,2,3). Bestdm avstandet mellan P och L samt vilken punkt pa L som ger
detta avstand.

(b) Beridkna determinanten
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2. (a) Lat F:R*<R? vara den linjira avbildning som avbildar u € R? dess ortogonal-
projektion i planet med ekvation —z 4 2y + z = 0. Ange F':s matris i standard-
basen.

(b) Verifiera att ditt svar dr korrekt genom att med den i (a) berdknade matrisen
berdkna

F(planets normal) och F(vektor i planet).
3. Betrakta nedanstaende underrum av R*,
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Som bekant sa definieras UNV = {x: x € U och x € V}, dvs de x som tillhor
bada rummen. Bestdm en basi UNV.

U:{X€R4:x1+x2+x3+x4=0}, V=le €
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. Den linjira avbildningen F:R*—R* har i standardbasen matrisen
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Bestam en ON-bas i varderummet till ' samt nollrummets dimension.

. Vilken sorts yta definieras av uttrycket

203 + 213 + 313 — 27173 — 27973 = 167

Ange de punkter pa ytan som ligger langst ifran (om sadana finnes) respektive
narmast origo samt de aktuella avstanden.

. En ogenomskinlig triangulédr skdrm har horn i punkterna

(1,-2,1), (—=1,1,0), (1,1, -1).

En lampa som stralar ut ljus i alla riktningar placeras i origo. Avgér om punkten
(10, —60,40) skuggas av skidrmen eller inte.

. (a) Lat F:R"—R" vara en linjar avbildning. Normen av F' betecknas || F'|| och defi-

nieras som 7
|F|| = max [F (o)
xcR™ |X|
x#0

Visa att aven
max |F(x)| = || F||.

x€R™
|x|=1

(b) Lat F:R*—R? vara den linjira avbildning som i standardbasen ges av matrisen

1 2 .
( 5 4 ) Berédkna || F||.



Losningsforslag till TATA31, Linjir algebra, 2016—03—29

1. (a) Kalla den sokta ndrmsta punkten P,. Sitt Py = (—1,1,2), v = e; + 2e, + 3e3

och berdkna FyP, , se figur nedan.
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Med hjélp av denna kan vi nu rédkna ut bade ndrmsta punkt och avstandet
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(b) Utveckling efter rad/kolonn ger
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2. (a) F(u) = u—u
av det F' gor med standardbasen beréknar vi F'(e1), F'(es) och F(es). Vi far

L dirn = (—1,2,1) =planets normal. Da matrisens kolonner bestar
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(b) Som kontrollvektorer i planet tar vi (2,1,0) och (0,1, —2) som ju utgor en bas
i planet. Da vi vet att F'(planets normal) = 0 och F'(vektor i planet) =samma
vektor i planet kontrollerar vi
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3. Kalla vektorerena som genererar V for vy, v, och vs. Skriv sedan om V som 16snings-
rum genom att bilda en linjirkombination och sétta lika med godtycklig vektor.
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Ur detta ser vi att ekvationen &r 16sbar omm -xy + 2x9-3x3 + 24 = 0. Foljaktligen ar
det denna som blir ekvation for V. Los sedan ekvationssystemet vi far da ekvationerna
for bada rummen skall vara satisfierade, dvs
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—x1 + 229 — 323+ 24 =0 + 3x9 — 223 + 224 =0
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dvs (=5,2,3,0),(—1,—2,0,3) &r en basi UNV.

4. Kalla matrisens kolonner ki, ks, k3, ks och séatt upp beroendeekvationen for dessa.
Da detta ocksa &r ekvationen for att berdkna N(F') far vi ocksa ut den efterfragade
dimensionen av N(F).
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dvs vi kan utse k4 till 16jligt element sa att
V(F) = [klv k27 k37 k4] - [k17 k27 k3]

enligt satsen om 16jliga element, sats 5.3.16,sid 111. Da losningen till beroendeekva-
tionen blev en-parametrig foljer det ocksa att dim N(F') = 1.
Vi observerar att k; | ko varfor vi normerar dessa for att sedan ortogonalisera kj.
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och fi, f5, f5 d&r en ON-bas i V(F
5. Skriv om pa matrisform och beriikna egenvirden och egenvektorer.
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Da alla tre egenvirdena dr posistiva dr ytan en ellipsoid.
For att bestdimma de sokta avstanden anvander vi sats 9.1.11,sid 227. Vi far da att

Ain [0 = [uf* < Q(u) = 16 < 4|u)* = Aoy [u]” =
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r—— 4<|u?<16=
och vi har likhet i respektive olikhet da u ar en egenvektor av ratt lingd till respektive
egenvirde. Foljaktligen dr minsta avstandet 2 och fas da u ar en egenvektor av lingd
2 till egenvirdet 4 och storsta avstandet dr 4 och fas da u ar en egenvektor av lingd
4 till egenvéirdet 1. For att kunna ange vilka de sokta punkterna ar berdknar vi
egenvektorerna till 1 och 4.
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dvs de pa ytan fran origo ndrmsta punkterna, avstand 2, & £—(1,1, —2) och de
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fjairmsta, avstand 4, ar +—(1,1,1).
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. Infor en ny bas dér ortsvektorerna for triangelns hérn blir de nya basvektorerna, dvs
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Da koordinaterna for hérnen i den nya basen blir (1,0, 0), (0, 1,0), (0,0, 1) blir ekva-
tionen for planet som triangeln ligger i y;+y2+y3 = 1. Foljaktligen, om koordinaterna



for (10, —60,40) blir positiva och om summan av de nya koordinaterna blir > 1 sa
ligger punkten i skugga, annars inte (se figur).
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Da ys-koordinaten ar negativ foljer det att punkten inte skuggas av skirmen.



7. (a) Utnyttja att A\F'(x) = F(Ax) eftersom F' ar linjar

F 1 1 = ix
max ()] = max |—F(x)| = max |F (—X)‘ = [ Y= } =
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(b) Kalla F:s matris for A. Man kan antingen berdkna |F(x)| direkt eller sa gar man
via matrisformuleringen. Vi gor matrisvarianten hér eftersom den visar tydligare
vad man berédknar och hur detta &dr kopplat till F':s matris.

IF(x)]? = FeX)eF(eX)= (e AX)e(e AX) = (AX)'AX = X'A'AX.

Detta #r en kvadratisk form med matris A*A. Enligt (a) ricker det att undersoka
x sadana att |x| = 1. Ur sats 9.1.11,sid 227 foljer da att

|F(x)|* = X'A'AX < Mas
med likhet om x dr en egenvektor med |x| = 1 till A,4,. For ett sadant X,

foljer da att
”F” = |F<Xmax)‘ =V )\mam-
Aterstar alltsa att berdkna egenvirdena till A*A.
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— ||F|| = v/ Az = \/ 15+ v/221.



