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Inga hjalpmedel. Ej rdknedosa.

For godkéant riacker 9 poéng och minst 3 uppgifter med 2 eller 3 poédng. Godkénd kontroll-
skrivning (> 11p) ht2015 ger 3 poéng pa uppgift 1 (som alltsa inte behover 16sas) och 16p
eller mer ger 4 poéng pa uppgift 1. Markera detta genom att skriva ”G” respektive ”G+1”
i rutan for uppgift 1.

Fullstindiga motiveringar kravs. Losningar ldggs ut efter skrivtidens slut pa

http://courses.mai.liu.se/GU/TATA31 /tentor.html

Resultat meddelas via e-post inom 10 arbetsdagar.

Alla koordinater for vektorer och punkter idr, om ej annat anges, givna med
avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" &r ett euklidiskt rum med
standardskalarprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

1.

2.

3.

Bestdm a € R sa att linjerna

T 0 -1 x 3 3
Li:e|l y |=e| a |+te| 2|, Lyel|l y |=el-1|+tel 2 |, teR
z 1 1 z -a -1

skar varann. Ange skarningspunkten och planet som innehaller bada linjerna.
Den linjéra avbildningen F:R5—R? definieras av
F (21,29, 23, 4, x5) = (X1+209-23+304+3T5 , 201+223+224-2T5 , — To+T3—T4—2T5).

Bestdm matrisen till £ med avseende pa standardbaserna for R®> och R3. Bestdm
sedan baser i noll- respektive varderum samt dimensionen av dessa.

Lat F, G:R*-R? vara tva linjira avbildningar med matriser

W

A=

_ W N

11 -1 1
-3 3 respektive B = 2 -1
-2 0 -2 -1 1

i standardbasen, dvs A &r matris till F' och B &r matris till G. Ange matrisen
for FoG i standardbasen. Bestdm FoG(1,2,0) och ange alla u € R? sidana att
FoG(u)=FoG(1,2,0).

(Som bekant sa definieras F' o G genom att F'oG(u) = F(G(u)).)

VAND!
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4. Lat v = (3,—1,7,3) och

U:{(:Ul,xQ,xg,x4)eR4: 1 — T2+ x3—$4=0}.

l’1+2$2—|—4l’3—$4:0

Bestam

min [v — ul
ucl

samt for vilket u € U som detta minsta viarde antas.

. Lat a € R och den kvadratiska formen Q:R3>—R definieras av

Q(.T,y, Z) = 2372 +4drz + 4y2 + 4y2 + CLZ2.

(a) For varje virde pa a € R, avgor @:s teckenkaraktér.

(b) Bestdm egenvirdena till @) i fallet @ = 3 och kontrollera att detta stammer med
ditt svar i (a).

. Bestdm a € R sa att 1 blir egenvérde till matrisen

Achg).

o1
Jim A <c)

Bestam sedan C sa att

existerar och ange grénsvérdet.

. Avbildningen F:R3—R? har matrisen

A=+
9

(S RNy—
|

— 00

RS NN

1 standardbasen.

(a) Visa att I &r en vridning och ange vridningsaxeln.

(b) Bestdm cosinus av vridningsvinkeln genom att berdkna vinkeln mellan u och
F(u) for nagot lampligt valt u (vad ar ett lampligt u?).



Losningsforslag till TATA31, Linjiar algebra, 2016—01-11

1. L1 = L2 ger
0 -1 3 3
a | +s| 2 =1|-1|+t] 2 <—
1 1 —-a -1
-1 3 -1 -3 3 0 3
= s| 2 |t 2| =1 2 -2 <‘:): -1 ]1—=1a | =1[-1-a <—
1 -1 1 1 -a 1 -a-1
—1 —3 3 ro+27] _1 _3 3 ro—4rg _1 _3 3
— | 2-2]-a-1 | " [ 0-8|5-a | "R* | 0-2]| 2-a |,
1 1]-a-1 0-21|2-a 0 0] 3a-3

dvs systemet &r l6sbart omm a = 1. Losningen blir da

s\ (-3/2
t ) \-1/2 )"

Inséttning i parameterformen for L, ger ortsvektorn for skarningspunkten P
- 0 3 -1 0 -3 1 3
OP=el 1 _59 2 | =-e 2 1—16 :§§ -4

1 1 2 3 -1

For kontrollens skull, sétt in —1/2 i parameterformen for Ly och se att du far samma

punkt.
Det sokta planets IT normal fas genom att berikna kryssprodukten mellan linjernas
riktningsvektorer.
-1 3 -4 2
el 2 |xe| 2 =el|l 2 | =-2el|-l | =1l2x—y+42=D
1 -1 -8 4
- 3
2 2

0,1,1)ell =20—-1+4+41=3=D,
dvsIl: 2z —y+42 =3

2. Skriv pa “bas koordinatform”,

€
T T1+2T9— T3+3T4+3 25
F(xy, 29,23, 24,05) = F | €5| 3 =e;| 2z1+2x3+214-215 =
Ty —To+T3— T4— 2T
Ts
T
1 2-1 3 3 T
=e; | 2 0 2 2-2 r3 |,
0-1 1-1-2 Ty



dvs den sokta avbildningsmatrisen ar

A=

O N =

2-1 3
0 2 2-
1 1-1

|
N N W

For att bestdmma en bas i N(F) 16ser vi AX = 0 pa vanligt sétt

1 2-1 3 3|0\ oy /1 2-1 3 3]0\ ran
20 2 22|10 ™W*[o0-1 1-1-2]0 7
0-1 1-1-210 0-4 4-4-8]0
1 2-1 3 3]0 1 01 1-1]0
~lo 1-1 120" (0 1-112|0]—=
00 0000 00 00 0]0
—r—s+t 1 1
r—s—2t 1 -2
—X = T =r| 1 O 01, mnstekR,
S 0 1 0
t 0 0 1

dvs(-1,1,1,0,0),(-1,-1,0,1,0), (1,-2,0,0,1) &r en bas i N(F') som ddarmwed far
dimension 3.
Enligt Sats 7.5.4, sid 181, ar varderummet detsamma som holjet av avbildningsma-
trisens kolonnvektorer och beroendeekvationen for dessa ar det ekvationssystem vi
precis 16st. Kalla kolonnvektorerna ki, ...ks. Da fas

T‘:]_,S:O,tZOI kgzkl—kg

T:O,Szl,t:OI k4:k1+k2

T‘:O,S:O,tzll k5:—k1+2k2.

Satsen om l6jliga element (sats 5.3.16, sid 111) ger da att
V(F) = [k17 k27 k37 k47 k5] = [klu k2]

Da de I6jliga elementen nu ar strukna sa dr de aterstaende, k; och ks linjart oberoende
(sats 5.4.4, sid 114). Dérmed &r k; och ks en bas i V(F) och dim V (F) =

3. Enligt Sats 7.6.2, sid 186 ar AB avbildningsmatris till F o G.

111 2 -1 1 6 0 1
AB=|3-3 3 3 2-1|=(0-12 9| =
-2 0 -2 1-1 1 6 4 -4
6 0 1 1 6
— FoG(1,2,0)=e| 0 -12 9 2 | =e(-24
6 4-4) \0 2



Los nu ekvationssystemet F' o G(u) = (6, —24,2),

6 0 1| 6\ wen /6 0 1] 6 6 0 1|6
0-12 9F24 | 2o 43| s8]|™ (0 43|8]|—=
6 4 -4 2 0-12 9|24 00 00
(6—a3)/6=1—2t 1 9
—X = 8+3x)/4=2+09 | =2 | +¢t[] 9 |. teRr,
12t 0 12

dvs om FoG(u) = (6,—24,2) sa giller u = (1,2,0) + t(—2,9, 12) for nagot ¢t € R.

. Enligt sats 6.3.15, sid 150 erhalls det minsta avstandet da u = Vi dvs det sokta

avstandet blir

min v —u|= ‘V — VHU‘ = ‘VMU‘ . (1)

Problemet kan l6sas pa flera sétt.

Alternativ 1: Bestdm en ON-bas i U. Berdkna sedan V) genom ortogonalprojektion

i enlighet med sats 6.3.9, sid 146 och det sokta avstandet som i (1) ovan.
Alternativ 2: Berékna V) genom att anvinda minstakvadrat-metoden. Fortsitt

sedan som i alternativ 1.

Alternativ 3: Bestdm en ON-bas i Ut och berikna Vg = Vi

nalprojektion i enlighet med sats 6.3.9, sid 146. Berdkna dérefter Vipg =V~ Vg

Alternativ 1: Bestidm forst en bas i U genom att 16sa ekvationssystemet som defi-
nierar U.

genom ortogo-

1 — X9 + 1’3—1’420 1 — To + .T3—SL’4:O
{l‘1+21‘2+4l‘3—1‘4:0 { 3ZL‘2+3I‘3 =0
T To— T3+ Ty =—25+1 -2 1
— | | = T e e B e -3
T3 S 1 0
Ty t 0 1
1 -2 -2 -2
e_ L. ]o -1 e -1 B



3 1 1 3 -1 -1
= 1 e -l e U e U —|—1 e -l e - e e
2Tl o [T o AT T L)L
3 1 1 3 1 1
1 -1 1
B §e 0 +§ . -1 . -2
2710 4= 1] T2
1 1 >
3 1 2 2
-1 ) 1 RN
VeV e | - [ el o [T 5 — Avstandet=|e 5 =V 34,
3 5 -2 -2
dvs min |v — u| = V34 och detta minsta avstand fas for u = Vip = (1,-2,2,5).

uclU

Alternativ 2: Lat k; = (—2,—1,1,0), ko = (1,0,0,1) och studera (det olésbara)
ekvationssystemet

-2 1 3
0 A -1
)\1k1—|—)\2k2:§ 0 ()\;):Q 7 =V
1 3
Bestdm minstakvadrat-16sningen.
-2 1
i. (2-1 1 0 -1 0] [6-2

Ad= (1 0 0 1 1 o] \-2 2)
0 1

3 3

At -1 ] _(2-1 10 -1 ] _ (2
7 1 0 0 1 7 6
3 3

-0 ()0

vip=(1,-2.2,5) =

—_— O O = N

-1
1
0

vilket forstas ar detsamma som vi fick i alternativ 1. Fortsidtt sedan pa samma sétt
som dar.



Alternativ 3: Genom att skriva ekvationerna for U som skaldrprodukter fas att U
kan ses som de vektorer som dr ortogonala mot

(1,-1,1,—1) och (1,2,4,—1), dvs U =[(1,-1,1,—1),(1,2,4,—1)].

Fortsétt nu som i alternativ 1, d vs bestdm en ON-bas och berikna Vi = Ve genom
projektion. Vi kan ddrmed berdkna avstandet direkt och sedan far vi Vig =V =V

5. Kvadratkomplettera. Vi far da

Q(z,y, 2) = 22% + 4wz + 4y* + dyz + az? = 2(2* + 2w2) + 4y + dyz + a2’ =
=2((z+2)? = 22) + 4y  +dyz+ a2 =2 + 22 + 4y + dyz + (a — 2)2° =
=2+ 2)? + 4 +y2)+ (a—2)2% =

:2(x+z)2+4<<y+%z)2—i,22> +(a—2)22 =

=2(x+2)"+4 (y+lz)2+(a—3)z2.

2

(a) Ur detta foljer att (se, tex sats 9.1.9, sid 226)
e ( &r positivt definit om a > 3
e () &r positivt semidefinit om a = 3
e () ar indefinit om a < 3.

(b) Med a = 3 far () matrisen

2 2-A 0 2
2 |, det(A=X)=| 0 4-X 2 | = [Utveckla efter rad 1] =
3 2 2 3-A

4-x 2 0 4-A
_(2_”' 2 3—)\' 2'2 2
=(2-A) (N =TA+8) —16+4X =2X> — 14X+ 16 — A* + TA* =8\ — 16 + 4\ =
=X+ 18 = - A (N -9\ +18) =0 <
9, /81 _72_9%3

Sy /2= 3.
"2 44 2 ’

2 0
A=10 4
2 2

= (===~ 4) - ) =

A=0

Enligt sats 9.1.9, sid 226 &r @) positivt semidefinit.
6. Beriikna egenvirdena pa vanligt sitt.

2-\  a

det(A—)\I):" L 9-n

':A2—4—a:O “— \=+V4+a.



Foljaktligen, om 1 skall vara egenvirde maste a = —3. Da fas attdet andra egenvéardet

ar —1. Berdkna egenvektorerna.
(1 300)~ (o o) =x=ed) m-e(d)
2 () =) ()
a-e(13) m-(00)

Om vi ser A som avbildningsmatris for en linjér avbildning sa blir matrisen diagonal
efter byte till bas av egenvektorer. Vi far

w(e)=r(6 ) (e)=(s Jp)m(e)-
=0 @) ) (e)=ar(o e )(587) -

-7 (o ) -

20 ) (o(2)ruan()-
() (t)

Da (—1)" saknar gransviarde da n — oo foljer det att C' = —1 for att gréansvirde
skall kunna existera. Insdttning av C' = —1 i uttrycket ovan ger

v(e)-—50)-0)

for alla n varur foljer att dven gransvardet ar <_i )

>
I
—_

>
I

(L)
I

7. (a) Vi borjar med att konstatera att A dr en ortonormal matris eftersom kolonnvek-
torerna dr en ON-bas, tex &r

1 1 8
1 1 1
8 8 1

Dérmed ér F' isometrisk enligt sats 7.7.2, sid 191. Berdkna det A.

Mg |1 804
=" —10-36 -9|=

_0)2
ke (-9)
93
-4 0 -63 -36

93

1 1
detA:@ 4 -
8

— &~ 0

4 1] 1
- 4’_5(16—7)_1.



Dérmed, enligt sats 7.7.6, sid 195 &r F' en vridning. Da vridningsaxeln dr en
egenvektor med egenvirde 1 fas denna ur

-9 8 0 8§ 8 4 (2 -2 -1 0
4 -4-9 0 4-13 70| W 4 -13 "8 an
81—490 8 1-131]0 81130
2-2-11]0 2-2-11]0 2 0-31]0
~[0-9 9]0 0 1-1l0 ™20 1-1]0 | =
0 9-9]0 00 00 00 00
3
— X=t| 2|, teR,
9

dvs vridningsaxeln ar (3,2, 2).

For att hitta vridningsvinkeln pa foreskrivet sétt borjar vi med att konstatera
att “lampligt u”ar en vektor ortogonal mot vridningsaxeln, tex u = (0,1, —1).
Ur figur 7.3(b), sid 177 ser vi att vridningsvinkeln da &r precis vinkeln mellan
u och F(u). genom att berékna skaldrprodukten mellan u och F'(u) ur bade
koordinaterna och definitionen fas

1 1 8 4 0 1 4
FO.L)=eg| 44 7| 1]=5e(-1l
8 1 -4 -1 5!
0 4
1 16
-1 5

— |u| - |F(u)|cos @ = V2-v/2cosf <= cosf = g



