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Inga hjalpmedel. Ej riknedosa.

For godként riacker 9 poéng och minst 3 uppgifter med 2 eller 3 poédng. Godkénd kontroll-
skrivning (> 11p) ht2014 ger 3 poéng pa uppgift 1 (som alltsa inte behover 16sas) och 16p
eller mer ger 4 podang pa uppgift 1. Markera detta genom att skriva ”G” respektive "G+1"
i rutan for uppgift 1.

Fullstdndiga motiveringar kravs. Losningar ldggs ut efter skrivtidens slut pa

http://courses.mai.liu.se/GU/TATA31 /tentor.html

Resultat meddelas via e-post inom 10 arbetsdagar.

Alla koordinater for vektorer och punkter dr, om ej annat anges, givha med
avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" ir ett euklidiskt rum med
standardskalarprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

1. (a) Lat P = (1,2,3) och lat L vara skirningslinjen mellan planen
20 4+5y+92=—-1 och z+2y+42=0.
Bestdm avstandet mellan P och L.

(b) Berékna determinanten av matrisen

2 1 3 1
-2 3-1 2
A= 2 1 2 3
-4 -2 0 -1
2. (a) Lat A = _Z 5 ) For varje positivt heltal n, ange en formel for att berdkna

A" som en funktion av n.

(b) Visa att din formel &r korrekt for n =1 och n = 2.
3. Lat
U= [1+2x+3x2+4x3, 1+ z + 42® + 223, 3+4x+11x2+8x3] C Ps.

Bestdm en bas i U och fyll ut den till en bas i P5. Ange koordinaterna for 1 + 2 i
den bas du valt.

OBS! Polynomen du fyller ut med skall i svaret vara skrivna som polynom,
inte i koordinatform!

VAND!!
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. (a) Den linjira avbildningen F:R*—R? avbildar varje vektor i R® pa sin spegelbild

i planet x —y+ 2z = 0. Bestdm F':s matris i standardbasen.

(b) Verifiera att din matris &r korrekt genom att anvénda den till att berdkna F'(n)
respektive F'(v) dér n dr normalen till planet och v # 0 &r en vektor i planet.

. Lat v=(1,1,-9,—1) och

U=[(1,2,0,3),(4,0,5,8),(5,2,5,11)] C R*.

Bestiam v;€U och voeU™ s att v=v;+vs. Ange ocksa avstandet mellan v och U+,

. Lat u = (x1, 19, 73) € R® och

Q(n) = 327 + 73 + 323 — 4179 — 42973

(a) Bestdm det storsta respektive minsta virde Q(u) kan anta da |u| = 3.

(b) Bestdm minsta avstandet fran ytan Q(u) = —3 till origo samt i vilka punkter
detta minsta avstand antas.

. Giller pastaendena nedan? Bevisa eller motbevisa.

(a) Vektorn(2,1,2) #r en egenvektor till avbildningen F: R*—R? som har matrisen

|
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N = DN
|
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1 standardbasen.

(b) Om u &r en egenvektor till den linjira avbildningen F:R"—R" sa &r u en egen-
vektor ocksa till F'o F. [Definition: F'o F(u) = F(F(u)).]

—ZX T —T

(c) Funktionerna e®+e " €* —e ®, ¥+ 2¢ " &r linjart beroende.



Losningsforslag till TATA31, Linjir algebra, 2015—08-22

1. (a) Tag forst fram parameterformen for skidrningslinjen genom att losa ekvationssy-

stemet
1 2 410\ ro—2r 1 2 4]0\ -2 /(1 0 2|2 .
2 5 91 0O 1 11 0O 1 11

T 242t 2 2
—Lely |=[-1+1 =e|-1|+te| 1 |, teR
z -t 0 -1

55 -1 2 2 2
— FPyPe 1 1
POP”v:OiQVV:E el 3 |ee| 1 el| 1 :—gg 1 | =
[v] 3 1 1 1
1 -3 2 1 -1
— PP, =PP—FP =-|el|l 9 |+el| 1 =—-el| 10 | =
1lv [[v 3 3
9 -1 8
-1
— 1 V165
—> Sokt avstand = ’POP ’ =|-e| 10 = )
1lv 3 N 3
(b) Borja med att ordna 0:or i kolonn 1
2 1 3 1] 31
2 3 -1 2|0k o3| b1 o2 B
R o =24y =813 = —104
4 -2 0 -1 6 1

2. (a) Lat A = A, vara matris i standardbasen till en linjir avbildning F: R*—R? och
berikna egenvérdena.

- 8

det(Ae—)\I):‘ VR

‘:(7—)\)(—5—/\)+32:/\2—2)\—3:



=A=3)A+1)=0 < A=3,-1

Berikna egenvektorerna till /' och byt till en bas av egenvektorer.

1 110 1
)N <O O‘O) :>X_1—t<_1), teR
1 210 2
DRSS

(122 (10
T _<1 1)’ Af_(o 3)’
n (-1 0\ [ (-1)" 0
=0 5) =(% &)
Basbytesformeln (sats 7.4.1, sid 178) och sats 7.6.2, sid 186 ger da

(G 2)(A)=() (F )-

(=Dt 2.3m 0 2(- 1)t 4 2.3"
_( (-1)"-3" 2(-1)"-3" = A" )

(b) n=1 ger

(-DMe2:30 2(-1)"h2:30\ /146 246\ (7 8 A4
(-1)*-3t 2(-1)-3" ) \-1-3-2-3 ) \4-5) 7 %

n=2 ger
(-1)%+2:3%  2(-1)%+2:3% \ _ [~1+18 -2+18 \ [ 17 16
-1)2-3*  2(-1)*-3* )\ 1-9 2-9 ) \ -8 -7 )
5 7 8 7 8\  [49-32 56-40\ (17 16
AT = ( -4 -5 -4 -5 )  \-28+20 -32+25 /] \ -8 -7 VSV
3. Sitt p1 = 1+ 22 + 32* + 42, py = 1 + o+ 42* +22°, p3 = 3 + 4o + 112* + 82°
och stall upp beroendeekvationen och linjarkombination = godtyckligt polynom. Med
gz(l r x’ x?’)fés

A (L4204 32 +42°) + Ao (1 + z + 42”4+ 22°) + X3 (3 + 4o + 112”7 + 82%) =

1 1 3 ap
2 1 4 a
A1 X 3 + Ao x 4 +A3x 11 =0,a0 + a1z + ax” + a3z’ = x a;

4 2 8 as

11 310 ap\ -2 1 1 310 ag

2 1 410 a | 22001 0-1-2|0-2ap+a; | -2

3 4 1110 ae 0 1 2|0 -3agtas

4 2 810 a3 0-2-4|0 -4ag+as



1 1 3]0 ao
0-1-210 -2ap+aq

"o 0 0|0 -5ap+rar+as
0 0 0|0 -2aq+as

Borja med att 16sa beroendeekvationen.

A -1
Ao =t[-2 = —p1 —2p2 + p3s =0 < p3 = p:1 + 2p2,
A3 1

dvs ps kan utses till 16jligt element och enligt satsen om 16jliga element (Sats 5.3.16,
sid 111) kan p3 strykas utan att holjet &ndras. Om vi nu gér om ovanstaende kalkyl
utan ps ser vi att pp, pe ar linjart obereoende och dédrmed en bas for U. Kalkylen
“linjarkombination = godtyckligt polynom” ger da att

—bag +ay+ay, =0
U:[plapz]:{PEP?)i 0 ! g }

—2&1 +as = 0

Som utfyllnad véljer vi nu ett polynom qz som bryter mot det forsta villkoret —5ay+
a1+as = 0, men uppfyller det andra. Vi kan, t ex villja qs = 1+0-z+22+0-2° = 1422
(=5 +0+1=—4%0och —2:0+ 0 = 0). Plus-satsen (Sats 5.4.21, sid 123) ger da
att p1, p2, qs ar linjart oberoende och da alla tre uppfyller att —2a; + a3 = 0 fas att

[P1, P2, q3] = {p € Ps: — 2a; + a3 = 0} .

Som utfyllnad viljer vi ett polynom som bryter mot det definierande villkoret, t ex
q4 = z. Plus-satsen igen, ger att p1,p2,qs,qs ar linjart oberoende. Da dimP3 = 4
ar de ocksa ritt antal, dvs de dr en bas i P53 enligt satsen om ratt antal element
(Sats 5.4.19, sid 121). Sétt g = ( p1 P2 Qz=14+2> qu ) Da polynomet vars
koordinater i nya basen skall bestimmas, 1 4+ 22, ocksa &r en den tredje basvektorn
foljer det att

0
0
1+2°=0p1+0p2+ Lz +0au=q| | |,
0
dvs dess koordinater blir (0,0, 1,0).
4. (a) Séatt n = (1,—1,2) och berdkna F'(e;), F(e2), F(e3).
1 1 1
F(el) — €1 261” = e — e 0 °C -1 e -1 =
0 2 2
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9 0 1 1
F(ez) = e 2e2H =e—c|e 1 Jee|-1 el-1 | =
0 2 2
0 1 1
1 1
=3e 3| +el-1 =3 21,
0 2 2
9 0 1 1
F(e3) =e; 2e3H 283—6 el 0 Jee|-1 el-1 | =
1 2 2
1 0 2 1 -2
=3 el 0] —el-2 =3 2 | =
3 4 -1
1 2 1 -2
= A= (1 2 2
-2 2 -1

(b) Da F &r en spegling vet vi att F'(n) = —n och att F/(v) = v for alla v i planet.
Med v = (1, 1,0) fas

L[2 12\ (1 (3 1
Fv)=F1,1,00=e=[1 2 2| [1|=2[3]=[1]=v
3\2 2.1/ \o 3\ o 0
(2 12\ (1 | [-3 1
Fon)=F(,-1,2)=ez [ 1 2 2| (-1 | =53] =[1])=-n
2 2.1/ \2 6 9

Skall man vara 100% séker pa att man réknat ratt maste man berédkna F'(u) for
ytterligare en vektor u sadan att u och v &r linjart oberoende, tex u = (2,0, —1).
Vi avstar fran det och 6verlater den kontrollen at lasaren.

5. Vi borjar med att observera att

o

W o N

0 Ut O
ot

W o N
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enligt satsen om 16ljliga element. Den stkta uppdelningen &r en vanlig ortogonalupp-
delning, dvs

Vi=V och vo=v =v-—-v .
1 s 2 1U U



Bestam en ON-bas i U.

1
1 2
fi=—=e ,
3
4 4 4 1 1
e 0 =e 0 —i e 0 e 2 e 2 =e
=5 |6 T 5 “ul=ts!1=-tojll=-1to}] =
8 8 8 3 3
2 2
N N IR S B
= b) 2 \/4_9_ 5
2 2
Med ovanstaende ON-bas fas
V1:V”U:(Vofl)f1+(Vof2)f2:
1 1 1 2
_1 o 1 . 2 +i 1 . -4
A el 199 |¢]| 5
-1 3 -1 2
2 -2
—e -4 =e 4
I B D
2 -2
1 -2 3
B B B 1 4 | -3
V2=V =VoVgp=e 9 | 7|5 e
-1 -2 1

For att bestdmma avstandet kan nedanstaende figur underlétta.

oo Ut O =
W O N =



Vi ser da att avstandet mellan v och Ut &r

L2
vl = ‘VHU‘ =le _g = V(=22 + 42+ (=52 + (22 =V49 =7
-2

vilket ocksa foljer ur Sats 6.3.15, sid 150 eftersom

min [v —u| = ’V — V| = |:V”UL = VJ_U:| = ’V - VJ_U’ = ’V”U’ :

uclUL

6. Skriv () pa matrisform och berékna egenvirdena.

Q(n) = 327 + 13 + 313 — da 79 — 47973 =

:(l’l i) .T3) - i) :XtAX
3\ -2 0 3\ -2 0
det (A— M) =|-2 1-A -2 |™=|-2 1-) -2 |Mte
0 -2 3-A A-3 0 3-)
3-\ -2 0
=(B-=MN)]-4 1-)-2 :(3—/\)}
0o 0 1
=B=-N(B-N1-XN)=-8=0B-XNN-4r-5) =
=B=XNA=5A+1)=0 <= X=5,3,—1.

3-A -2 |
“4 =M



(a)

Enligt Sats 9.1.11, sid 227 giller att
Aminul® < Q(u) < Amax|uf®

med likhet da u ar en egenvektor till respektive egenvirde. I vart fall ar A, =
—1, Amax = 5 och |u| = 3 s min-virdet blir —1-3* = —9 och max-virdet
5-3% = 45.

Sats 9.1.11, sid 227 ger i denna nya situation att
—[ul* <Q(u) = -3 <9uf’.

I detta fall blir den hogra olikheten trivial (9 [ul> > 0 > —3 #r ju sant for alla
u € R?) och den viinstra ger

—uf’< -3 <= |[u>3 <= |u| >3,

med likhet da u dr en egenvektor till —1, dvs om Q(u) = —3 och u é&r en
egenvektor till Ay = —1 sé ér [u| = v/3. Beréikna egenvektorerna till A = —1.

T1+27r9

W

_2 O O —ro/2 1 —1 1 0 r3+r2
A= (-D)NX =0 < (2 2-2|0 | "% [0 2-4|0 | &
0-2 4]0 0-2 410
1-1 1/0 1
~10 1-2|0)]=X_ 1=t 2|, teR.
0 0 0]0 1
Lat
1
N 1
u,=—el| 2 |,

dvs en egenvektor av lingd 1 till egenvirdet —1. Punkterna nédrmast origo, pa
avstand /3 ir alltsa de som har £v/30_; som ortsvektor, dvs

1
posYuon—+ Lo

V6 V2

ar de punkter pa ytan som ligger nidrmast origo.

Falskt, ty
2-2 0 2 2 2
F(2,1,2)=e|-2 1 -2 1 | =el|-T|#XA 1
0-2 3 2 4 2

for alla A € R.



(b) Sant. Om F'(u) = \u sa géller att
FoF(u) = F(F(u)) = F(Au) = A\F(u) = \(\u) = \u,
dvs u #r en egenvektor till F o F' (med egenvirde \?).
(c) Sant. Stéll upp beroendeekvationen.
M(e"+e ™) +h (e —e ™)+ A3 (" +2e77) =

= em(Al +)\2—|—)\3)—|—€7x<)\1 —)\2—|—2)\3) =0 VreR «—

)\1‘|‘>\2+ )\3:Oekv<2_;e>£wl )\1+ )\2+)\3:0
)\1—)\2—|—2)\3:0 —2)\2+)\3:0

Da ekvationssystemet har odndligt manga losningar ar e*+e™ *, e*—e™*, e"+2e
linjért beroende.



