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skrivning (> 11p) ht2014 ger 3 poéang pa uppgift 1 (som alltsa inte behover 16sas) och 16p
eller mer ger 4 poéng pa uppgift 1. Markera detta genom att skriva ”G” respektive ”G+1”
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Fullstindiga motiveringar kravs. Losningar ldggs ut efter skrivtidens slut pa

http://courses.mai.liu.se/GU/TATA31 /tentor.html

Resultat meddelas via e-post inom 10 arbetsdagar.

Alla koordinater for vektorer och punkter dr, om ej annat anges, givha med
avseende pa ett positivt orienterat ON-system, R" &r ett euklidiskt rum med
standardskaldarprodukten och standardbasen ett positivt orienterat ON-system.

1. (a) Linjen L gar genom punkten (1, —1,2) och har riktningsvektorn 3e; + 2e; + es.

Planet II har ekvationen 2x — y + 32 = —5. Bestdm skédrningspunkten mellan L
och II.
1 0 0-2
, 2 3 7-3
(b) Berdkna 50 0 1
4 0 1 1

(c) Lat A = ( ; ?) ) Bestdm alla matriser B sadana att AB = BA.

2. (a) Bestdm a,b € R sa att vektorn u = (2,1,1) blir en egenvektor till den linjara
avbildningen F: R®*—R? som i standardbasen har matrisen

-11 a 19
A=1|-10 b 17
-4 2 7

For dessa véirden pa a och b, ange egenvérdet till (2,1, 1) samt 6vriga egenvérden
och egenvektorer till F'.

(b) Verifiera direkt med definitionen av egenvérde och egenvektor att de egenvektorer
du réknar fram i (a) faktiskt dr egenvektorer med det egenvirde du pastar.

VAND!



(3p)

(3p)

3. En parallellepiped har ett hérn i origo och de tre hérn som forbinds med origo av en

kantvektor ar
(6,—6,2), (—5,8,—3) och (1,-2,1).

1
Avgor om punkten <1, -1, 5) ligger i eller utanfor epipeden.

. Den linjéra avbildningen F:R?*—R? definieras av

F(1,0,1)=(1,2,3), F(1,1,1)=(2,1,0), F(0,1,1)=(1,—1,1).

(a) Bestdm F's avbildningsmatris i standardbasen.

(b) Bevisa att du har ritt genom att anvénda din nyss beridknade avbildningsmatris
till att rdkna ut de ovan givna vérdena for F.

. Lat v =(—1,2,3,4, -3) € R® och lat

&
I
@
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I
O~ = W N
o
—_ O = e W
I
— = DD =] o

Bestdam mi{{IJl |[v —u| samt vilket u € U som ger detta minsta avstand.
ue

. Betrakta den kvadratiska formen Q: R*—R som ges av

Q) = Q(zy1, 19, 13, 14) = 225 — 423 + 3x§ — 423 4 dx1 39 — 47174 — 87074,

Bestdm @):s storsta respektive minsta véarde da |u| = 3 samt i vilka punkter dessa
antas. Ange ocksa @):s teckenkaraktér.

. Lat U = [sinz, cosz,e*, e "]. Betrakta avbildningen F: U—U definierad genom

Fy(x)) = y"(x) + y (@),
dér " (x) betyder 2:a-derivatan av funktionen y(zx).

(a) Visa utgaende fran definitionen av linjir avbildning att F' &r linjér.
(b) sinz,cosx,e*, e &r en bas i U (behover ej visas). Bestam F:s matris i denna
bas och ange baser i N(F') respektive V (F') samt dimensionen av dessa.



Losningsforslag till TATA31, Linjir algebra, 2015-04-07

1. (a) Skriv L pa parameterform och sétt in denna i planets ekvation. Vi far da

T 1 3
L:e|ly | =el|-1 |+te| 2 |, teR
z 2 1
Linsatt iI1:2(1+3t) — (—14+2t)+32+t)=94Tt=-5 <= t=-2—=
- 1 3 -5
OP;,=e|-1 | +(-2)e| 2 | =e|-b |,
2 1 0

dvs P, = (=5,-5,0).

(b) Vi borjar med att kofaktorutveckla efter kolonn 2

10 0-2 L0
5 0 0 1 = 3(—1) 3 0 1]|= |kolonn 2igen| =3(—1) 2 1|7
4 1 1
4 0 1 1
— _3(1—(=2):3) = —21
(c¢) Ansitt B = ( CCL Z ) och 16s ekvationssystemet AB — BA = 0.
AB — 1 2 a b\ ([ a+2c b+2d
-\ 2 3 c d) \2a+3c 20+3d)’
A (@ b 1 2\ (a+2b 2a+3b
“\e d 2 3) \c+2d 2c+3d
[ —2b+2  —2a—2b+2d\ [0 0
AB_BA_(2a+20—2d 2h — 2¢ )‘(0 o) =
b— ¢ a=—s+t
—Lat+b-—d=0 b=c)b=s —
a+b—d=0)c=s
a+c—d=0 d— ¢

:>B:(‘S;t ‘z):s(} é)+t(é (1)) s, t € R.

2. Definitionen av egenvirde/egenvektor sidger att F'(u) = Au.
(a) Berdkna F'(u) med hjilp av avbildningsmatrisen. Vi far

(11 a 19 /2 a
Fuy=el-10 b 17 || 1 |=[ b

-3
-3
-4 2 7 1 1

=)\e

!



a—3 =2\ a=>5 -11 5 19
<= (b-3=)\ = b=4 = A= |-10 4 17 |,

A =1 A =1 4 2 7
11-A 5 19 “1-A 5 19
det (A—AD)=|-10 4-A 17 |"E™ L2-ox 4-x 17 |20
-4 2 T-A 0 2 7-)\
1 5 19
=(=1-X)|0-6-) -21 :(—1—A)T6;A ‘72_‘&’:
0 2 T-A
=(=1-N)((A+6)(A=T7)—42) = (-1 =N =) =0 <
<~ A=0,%£1
11 5 190 101 210\ mion
A=0: |-10 4 17]0 | "~* [-10 4 17|0 | "=
4 2 710 4 2 T71]0
_1 1 2 0 7‘2737‘3 _]. ]. 2 O 3
~l0-6-3]0)] K*[0 2 1]0|=X,=t[-1],teR
0-2-11]0 00 00 2
“10 5 1900\ _, 2 -1 410\ nton
A=-1. [-10 5 17]0 | 227" |-10 5 17|0 | *<"
4 2 8|0 -10 5 190
2 —1 —4 0 T9—313 2 _1 _4 O 1
~1l0 0=3{0] X”[0 o0 1|0|=X,1=t|2],teR
0 0-1/0 00 0]0 0
b) Kontrollberdkning av egenvektorerna via avbildningsmatrisen ger
( g av eg
11 5 19 3 0 3
A=0:F(3,-1,2)=e|-10 4 17 | [-1 | =e[ 0 | =0e|-1 |,
4 2 7 2 0 2
11 5 19 1 1 1
A=—1: F(1,2,0)=¢ |-10 4 17 2l =el-2|=(-Del 2],
4 2 7 0 0 0

dvs de framraknade vektorerna ar korrekta.

. Byt bas och vilj kantvektorerna som nya basvektorer, dvs

6 -5 1 6 -5 1
fi=e|-6 ) fh=e| 8| fz=e|-2 |, f=e|-6 8-2
2 -3 1 2 -3 1

I basen f blir nu epipedens begransningsplan parallella med koordinatplanen och
hornens koordinater bestar enbart av 0:or och 1:or. Eftersom ett ekvationen for, tex



y1yo-planet ar y3 = 0 foljer det att ekvationerna for begransningsplanen blir y; = 0
respektive 1, yo = 0 respektive 1 och y3 = 0 respektive 1.

(17 1, 1)£

> 11

1
Detta gor att punkten P = (1, —1, 5) ligger i epipeden om dess koordinater i

nya basen ligger mellan 0 och 1. Vi berdknar dérfor forst 7' och sedan de nya

koordinaterna for P.

'r173'r
6—51100%3:;3)2—31001 targ [ 4 -6 210 0 2
6 8-210 1 0 |™*[o0-1 1]0 1 3 2o 221026~
2-3 110 0 1 0 4-2|1 0-3 0 0 2(1 4 9
mors (4 -6 0FL -4 -7\ nie /2 0 01 1 1
250 2 011 2 3 10201 2 3| =
00 2|1 4 9 00 2|1 4 9
L1011
<:>T‘1—5 1 2 3| =
1 4 9
1 111 2 . 1
— OP=c¢| -1 :fi 1 2 3 -2 ::Zﬁ 1
1/2 1 4 9 1 3

Da de tre koordinaterna alla ligger strikt mellan 0 och 1 foljer det att P ligger i
epipeden.
. (a) Bestdm F'(e;), F(e2), F(es3). Ur de givna forutsittningarna
F(1,0,1)=(1,2,3), F(1,1,1)=(2,1,0), F(0,1,1)=(1,—-1,1).

F(e)) = F(1,0,0) = F(1,1,1) — F(0,1,1) = (2,1,0) — (1,-1,1) = (1,2, —1)
F(ey) = F(0,1,0) = F(1,1,1) — F(1,0,1) = (2,1,0) — (1,2,3) = (1,—1,-3)
F(es) = F(0,0,1) = F(1,0,1) — F(e;) = (1,2,3)—(1,2,—1) = (0,0,4)



Skriver vi ovanstaende pa “bas-koordinatform” fas

1 1 0 1 10
F(ei))=e| 2 |, F(ea)=e|-1 |, F(es)=e| 0 | < Ae=| 2-1 0
-1 -3 4 -1 -3 4
(b) Kontrollrékning ger
1 1 1 0 1 1
F,0,)=Flelo]|=el2-1 0])]0]=el2]=023),
1 -1 -3 4 1 3
1 1 1 0 1 2
FLL, ) =Flel 1 ]]=¢el2-1 0 1| =e 1] =(10),
1 -1 -3 4 1 0
0 1 10 0 1
FOO,1,1)=Fle|l1]]=el2-1 0)[1]|=e[1]=0-11
1 -1 -3 4 1 1

vilket visar att berdkningarna i (a) ar korrekta.

5. Vi borjar med att rensa bort 16jliga element i beskrivningen av U. Still darfor, pa
vanligt sétt, upp beroendeekvationen och “linjarkombination=godtycklig vektor”.

Aug + Aus + Azuz + A\yuy = 0,x  ger systemet

1 2 3 5| x ry—2r1 1 2 3 5 Ty vty
304 Tla | 2t | 0-1-2-3]-221+z, | 252
1 1 1 2] x4 S 0-1-2-3| -2y + 23 Y
2 1 0 1|ay 0-3-6-9|-22,+14
1 0-1-1 Ts 0-2-4-6 -1 + T5
1 2 35 T A .
01 2 3 201 — 9
Ao —2s5 — 3t
~ 0O 0 0 0 T1—T9 + T3 — i\ = s =
0 0 0 0]|4x-3xy+ 24 A?’ ;
0 0 0 0]3z-229+ 5 1
1 1
=35 _? +t _?) , s, teR.
0 1

Inséttning av loningarna for s = 1,¢ = 0 respektive s = 0, = 1 i beroendeekvationen
ger

uz = —u; + 2uy, uy = —u; + 3uy,



dvs uz och uy kan utses till 16jliga element. Satsen om l6jliga element (sats 5.3.16,

sid 111) ger da att U = [(1,2,1,2,1),(2,3,1,1,0)]. Enligt sats 6.3.15, sid 150 antas
det sokta min-vardet for u = V”U och det minsta vardet ar da VJ_U’. For att kunna

berdkna V”U bestammer vi en ON-bas 1 U.

1
2
1
f; = ?E ; » Uz = U2 — Uz, = Uy — (uef)) f; =
1
2 1 1 2 1 1
1 3 2 2 3 11 2 1
“w e 1 [ee] 1 el 1l |=e|l —17¢ 1 |=el| 0
1 2 2 1 2 -1
0 1 1 0 1 -1
1 -1 1 1
1 1 1 2 2 2
fo=-e| 0|, v, = (vef))fj+ (vefy)f=— |e| 3 |ee| 1 el 1 |+
2 U 11
-1 4 2 2
-1 -3 1 1
-1 1 1 1
1 2 1 1 2
+Z e| 3 [ee]| O el 0 |=e]| 1 :>VUU:V—V”U—
4 -1 -1 2
-3 -1 -1 1
-1 1 -2 -1
2 2 0 0
=e| 3 |—-e|l|=e|l 2 ]|=2e]| 1l :>’le’:2\/7
4 2 2 1
-3 1 -4 -2

6. Skriv () pa matrisform och bestdm egenvirdena.

Q) = Q(z1, 19, 13, 14) = 205 — 423 + 3235 — 4a] + 41179 — 421704 — STHTy =

2 2 0-2 T
2 -4 )

0 -4
= (a2 @ w3 x4) 00 3 0 ) = X'AX
2.4 0-4) \ 2



2-) 2 0 -2

2-A 2 -2
det (A— 1) = g ‘46A 3?A ‘3 =(B-N| 2 -4-x -4 |7EF
-2 -4 0 -4-) 24 A
2-N 2 -2 2-\ 4 -2
=(3=A)| 2 -4-Xx -4 |03 +8)] 2 -A -4|=
0 -8-A-8-) 0 0 1
2-\ 4 5
:()\—3)()\+8)' ) _)\':(A—3)(>\+8)(—2)\+)\ —8) =0 <

— A=13,-81+3=-8-23,4.
Enligt sats 9.1.11, sid 227 géller da |u| = 3 att
Amin [u]? = =832 = =72 < Q(u) < Apaz Ju” = 4-3% = 36

med likhet da u ar en egenvektor av rétt langd, 3 i detta fall, till respektive egenvirde.
Vi behover darfor endast egenvektorerna till —8 och 4.

2 2 0210\ wmiry, /1-1 0 1]0 1-1 0 110
N4 2-8 04|10 | % [0-6 0-6{0] &[0 1 0 1[0
=10 0-1 010 0 0-1 010 0 0-1 00
2 -4 0-810 0-6 0-6|0 00 0 00

2 2

= X, =t 1 teR=—=nu —i3ie 1

4 — O ) maxr \/6_ 0

-1 -1

10 2 0-2|10\ 4o (1 2 0-2]0

B 2 4 0-410 rakrz 01 0-110

A=—8 00 11 00 ~ 00 11 0lo |~

2 -4 0 410 00 0 010

0 0

= X ¢=t 1 teR:>u-—i3ie 1

-8 — O ) min \/5_ 0

1 1

Avslutningsvis, da det finns bade positiva och negativa egenvirden foljer det att @)
ar indefinit, se sats 9.1.9,sid 226.



7. (a) Enligt vara vanliga deriveringsregler géller

(i +u2)" =W +us) =yl +uy, (M) =y

for alla tva ganger deriverbara funktioner och A € R. Darmed foljer det for alla
tva ganger deriverbara funktioner y;, 72 och A € R att

Flon+y)=n+w) +nt+yp=u+ys i +ye= 0 +u)+ (s +12) =
= F(y1) + F(y2)
F(Ayr) = (Ayn)" + Ayn = Ay + Ay = Ay + 1) = AF (),

dvs F &r linjér, se definition 7.2.1, sid 170.

b) Sitt g = (g1 g g 84)=(sinz cosz € e ). Dafas
(b) Sitt g = ( )= (

F(g) = F(sinz) = (sinz)” +sinz = —sinz +sinz = 0
F(gs) = F(cosx) = (cosx)” + cosx = —cosx + cosx = 0
F(gs) = F(e*) = (e¥)" + € = 2%e* + ¢ = be™”

(84) = F(

e—x) — (e—a:)/l L - (_1)2696 et =277,

Skriver vi detta pa bas koordinatform fas

0 0
0 . 0
Flg)) =Flg) =g | o | Flgs) =57 =5gs=g| ; [
0 0
0 0 0 0 O
e oo (o000
F(gy) = 2e 2g1=g 0 — Ag = 00 5 0
2 0 0 0 2

Enligt sats 7.5.4, sid 181 &r
V<F> = [F<g1>7F<g2>7F<g3)7F<g4>] = [0707 5623&7 26_3&] = [62967 e_x]v

dvs dim V(F) = 2 och €**, e " #r en bas i V(F). Diarmed foljer det ur dimen-
sionssatsen, sats 7.5.6, sid 182 att dim N(F') = 4 — 2 = 2. Da bade sinx och
cosx € N(F) och da de &r linjirt oberoende (eftersom de dr basvektorer) ar de
en bas i N(F).



