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Inga hjilpmedel. Ej rdknedosa.

Pa del A och B (uppgift 1-6) ska endast svar ges. De ska limnas pa ett gemensamt papper.
Varje uppgift pa del A och B ger hégst 1 poédng.

Uppgifterna pa del C (uppgift 7-10) ger hogst 3 poéng per uppgift, och till dessa kréiivs fullstéindiga
och vélmotiverade I6sningar.

Fér betyg 3/4/5 krdvs minst 2 poédng pa del A, minst 2 poédng pa del B, minst 2/3/4 uppgifter pa
del C som bedémts med minst 2 podng vardera, samt minst 8/12/16 poéng totalt.

Godkind kontrollskrivning ger 3 poing pa del A (uppgift 1-3) som da inte behéver lésas. Markera
detta genom att skriva ”G” i rutorna for uppgift 1-3.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

Nedan ges R" alltid standardskalidrprodukten, och standardbasen i R"” ses som ett
hoger ON-system nir lampligt.

DEL A

3r+4y —3z=1,
1. Ange alla I6sningar till ekvationssystemet < 2z + 3y — 2z = 2,
dx + 3y — 3z = 3.

2. Betrakta vektorerna u = (1,2,0,—1) och v = (7,2,8,—7) i R*. Berikna Viu, det vill
sidga den ortogonala projektionen av v pa u.

3. Bestam arean av den triangel som har horn i punkterna (2,0,1), (3,1,3) och (5,2,2).

DEL B

4. Lat ey, ey vara standardbasen i R? och sitt f; = 2e; + ey och f» = 3e; + 3es. Berdkna
koordinaterna for vektorn 5e; — 2e5 i basen fy, f5.

5. Den linjéra avbildningen F:R? — R? har avbildningsmatris (Z _i) i standardbasen.
Bestédm alla F':s egenvédrden och motsvarande egenrum.

6. Ange avbildningsmatrisen i standardbasen for den linjira avbildning pa R? som utfor
spegling i det plan som ges av x1 + x2 + x3 = 0.

VAND!



DEL C

7. Bestidm det kortaste avstandet i R* mellan underrummet U = [(—1,0, -2, 1), (3,2, 4, —1)]
och punkten (3,3, 3, 3).

8. Bestdm den allménna l6sningen till féljande system av differentialekvationer:

()= z1(t) — 3z2(t) + 3z3(¢),
zh(t) = —2x1(¢) + 2235(t),
zy(t) = @1(t) — @2(t) + 323(D).

9. Den linjéra avbildningen F : P35 — P3 ges av F(p(z)) = (z — 1)p/(x) — 2p(x) for alla
polynom p(x) i P3. (P3 &r vektorrummet bestaende av polynom vars grad dr hogst tre.)
Bestédm en bas i N(F') och en bas i V(F).

10. (a) Visa att (AB)~! = B~'A7! om A och B ir inverterbara n x n-matriser. (1p)
(b) Visa att determinanten av en godtycklig ON-matris dr lika med 1 eller —1.  (1p)

(c) Antag att F:R® — R ir en linjir avbildning och att F((1,1,1,1,1)) # 0. Visa att
dim N(F) = 4. (1p)

LYCKA TILL!
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1. Svar: x =6,y =4, z = 11.

veu 18
WU = 3(1,2,0, —1)

Svar: (3,6,0, —3).

2. Vi har v, =

3. Beteckna punkterna med P, Q och R i den givna ordningen. Den sokta arean &r hélften

av arean av den parallellogram som spénns upp av_P@ och PR. Parallellogrammens area &r
PQ x PR| = |(1,1,2) x (3,2,1)| = |(~3,5,~1)| = V35,

V35

Svar: —.
2

4. Notera att afy + bfz = 5e; —2ez < (2a+3b,a+3b) = (5,-2) < a=7,b= —3.

Svar: Koordinatmatrisen ar (_;)

5. Svar: Egenvirdena dr —5 med egenrum [(1,3)] samt 5 med egenrum [(2,1)].

6. Med n = (1,1,1) har vi F(u) = u — 2u),. Salunda beriknas basvektorernas bilder F(e;) =

£(1,-2,-2), F(ez) = 3(—2,1,-2) och F(es) = 5(—2,-2,1).

1 1 -2 =2
Svar: — | —2 1 -2
-2 =2 1

7. Lat v = (3,3,3,3). Det sokta avstandet &r [v — v|y[. For att bestimma vy konstruerar vi
forst en ortogonal bas (by bg) for U med Gram-Schmidt. Tag exempelvis by = (—1,0,—2,1) och
by =(3,2,4,—-1) — (3,2,4, —I)Hbl =(1,2,0,1).

Nu giller vijy = V|jb, + Vb, = (1,0,2, 1) +(2,4,0,2) = (3,4,2,1), s& det kortaste avstandet
ar (0, —1,1,2)| = V6.

Svar: V6.

8. Systemets koeflicientmatris har egenviirdena —2, 2 och 4 med, i tur och ordning, egenrummen
[(110)7], [(0 1 1)*] och [(1 0 1))

X1 (t) 1 0 1
Svar: | z(t) | =C1 [ 1] e 2 +Cy [ 1] e+ C3|0]e*, dir C; € R ér godtyckliga.
23 (t) 0 1 1

9. Vi berdiknar avbildningsmatrisen A, forslagsvis relativt standardbasen x = (1 x 2% 2®). Bas-
vektorernas bilder &r F(1) = =2, F(z) = —1 — z, F(2%) = —2z och F(23) = —32% + 23, s4

-2 -1 0 0
0 -1 -2 0
0 0 0 -3
0 0 0 1

t
-2t
t
0

1

A:

Eftersom xX e N(F) & AX =0 X = ,t € R, sa spinns N(F) upp av 1 — 2z + 2.
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Vidare kan A (medelst en radoperation) 6verforas pa en trappstegsform som har pivotelement
i alla kolonner utom den tredje. Alltsé4 utgor bilderna av forsta, andra och fjarde basvektorerna
en bas for V(F).

Svar: En bas for N(F) dr (1 — 2z + 2?). En bas for V(F) éir (-2 —1-—2 —32% +23).
Anmdrkning. Eftersom de forsta tva vektorerna i basen for V(F') spidnner upp Py, kan vi byta dem

mot nigon annan bas fér P; och exempelvis ange den lite prydligare basen (1 x — 322 + 23)
for V(F).
10.
(a) Associativitet hos matrisprodukter ger (AB)(B~1A7!) = A(BB~1)A™! = AA~! = I och,
pa samma sitt, (B~1A1)(AB) = I, som 6nskat. O

(b) Antag att A ir en ON-matris, s& A*A = I. Rikneregler for determinanter ger det (A*A) =
det A* det A = (det A)2. Alltsa giller (det A)%2 = det I = 1 och pastaendet foljer. O

(c) Dimensionssatsen siiger dim N(F) + dim V(F) = dimR® = 5. Eftersom V(F) C R maéste
dimV(F) € {0,1}. Nu géller 0 # F((1,1,1,1,1)) € V(F), sa V(F) # {0} och déarfor har
vi dim V(F) = 1. O
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