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Inga hjilpmedel. Ej rdknedosa.

Pa del A och B (uppgift 1-6) ska endast svar ges. De ska limnas pa ett gemensamt papper.
Varje uppgift pa del A och B ger hégst 1 poédng.

Uppgifterna pa del C (uppgift 7-10) ger hogst 3 poéng per uppgift, och till dessa kréiivs fullstéindiga
och vélmotiverade I6sningar.

Fér betyg 3/4/5 krdvs minst 2 podng pa del A, minst 2 poédng pa del B, minst 2/3/4 uppgifter pa
del C som bedémts med minst 2 podng vardera, samt minst 8/12/16 poéng totalt.

Godkind kontrollskrivning ger 3 poing pa del A (uppgift 1-3) som da inte behéver lésas. Markera
detta genom att skriva ”G” i rutorna for uppgift 1-3.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

Nedan ges R" alltid standardskalidrprodukten, och standardbasen i R"” ses som ett
hoger ON-system nir lampligt.

DEL A
I =1
1. Bestdm minstakvadratlosningen till ekvationssystemet < x1 4+ 2x9 = 2.
Tro = 2
1 10
2. Beridkna inversen till matrisen 1 2 -1
-3 -1 -1

3. Ange en ekvation pa normalform for det plan i R? som innehéller punkten (2,1,3) och
linjen (1 + 2¢,—1,t), t € R.

DEL B

4. Den linjira avbildningen F:R? — R? har avbildningsmatris (_i i) i standardbasen.

Bestédm alla F':s egenvédrden och motsvarande egenrum.

5. Berakna determinanten av matrisen

S O =N
— W O =
=N =N
SN = W

6. Avbildningen F:R? — R3 &r linjér och avbildar (1,2) pa (1,2, 3) och (0,1) pa (—1,1,0).
Ange F':s avbildningsmatris i standardbaserna for R? och R3.

VAND!



10.

DEL C

Lat V vara det linjéra héljet [(1,0,2,1), (1,1,-3,-1), (=3,—1,5,—1)] i R%. Bestim en
ON-bas fér V och en ON-bas for V-+.

ap = Bap—1 + 2bp—1

med begynnelsevirdena
by = —4an_1 — by

Los systemet av differensekvationer {
a():lOChb0:2.

Bestdm de punkter som ligger nérmast origo pa den ellipsoid i R? som ges av

43;% + 43;% + 43:% —2x1T9 + 22123 — 20923 = 8.

Lat V vara ett vektorrum och lat uy,...,u,, € V.
(a) Vad &r definitionen av att vektorerna uy, ..., u,, r linjirt oberoende? (1p)
(b) Visa att om V &r ett euklidiskt rum och vektorerna uj,...,u,, ir nollskilda och
parvis ortogonala sa &r uy,...,u,, linjirt oberoende. (2p)

LYCKA TILL!
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1. Normalekvationen ar
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To o 6
som har den enda losningen x1 = 5, x2 = 1.

Svar: (x1,x2) = (%,1).

1 1 01 00 1 0 0 -3 1 -1
2. Elementéra radoperationer ger 1 2 -1 010]~1010 4 -1 1
-3 -1 -1 0 0 1 0 0 1 5 -2 1
-3 1 -1
Svar: 4 -1 1
5 =2 1

3. Svar: 2xq + bxy — 4x3 = —3.
4. Svar: Det enda egenvirdet dr 6, med egenrum [(1,—2)].
5. Svar: —2.

6. Basvektorernas bilder dr F'((1,0)) = F'((1,2)) — 2F((0,1)) = (1,2,3) — 2(—1,1,0) = (3,0,3)
och F((0,1)) = (-1,1,0).

3 -1
Svar: | 0 1
3 0

7. Vi skapar en ortogonal bas for V med Gram-Schmidt; normering ger sedan en ON-bas:

=(1,0,2,1)
:(1,1,— —1) (1,1, -3, ~1)yp, = (1,1,-3,~1) + (1,0,2,1) = (2,1, -1,0)
by = (=3,-1,5, 1) — (=3, ~1,5,~1)p, — (=3,~1,5,— 1)1,

(=

3,—1, 5 -1)—(1,0,2,1) +2(2,1,-1,0) = (0,1, 1, -2).
Nu kan V+ beskrivas som l6sningsrummet till (exempelvis) ekvationssystemet

1+ 223+ x4 =0,
21’1+1’2—£E3:O7

To +x3 — 214 = 0.

Dess losningar ar (x1,xe, z3,24) = t(—1,2,0, 1) teR.

Svar: (%(1,0,2,1) (21,100 20,11, 2)) respektive (7( 1,2,0, 1))

HS\
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8. Koefficientmatrisen A har egenvérdena 1 och 3 med egenrummen {(_;)} respektive [(_1)] .

Med denna information kan vi diagonalisera A och f&
an\ 5 2\" ag
b,) \—-4 -1 bo
1 1\ /1" 0 1 1\ 'n
-2 -1 0o 3" -2 -1 2

(34437
o 6—4-3"
Svar: ap, = -3+4-3",b,=6—-4-3"
x
9. Med X = | z2 | kan viinsterledet i ellipsoidens ekvation skrivas Q(eX) = X*AX, dir
T3
4 -1 1
A=1]-1 4 -1
1 -1 4

Dess egenvirden dr 3 och 6. (De dr positiva, sa ekvationen beskriver verkligen en ellipsoid.) Ef-
tersom Q(u) < 6lu|?, sa giller for u pa ellipsoiden att [u| > 1/8/6 = 2/+/3. Vidare uppnas likhet,
det vill sdga minsta mojliga |ul, precis dd u = eX dér X &r en egenvektor till A med egenvérde 6.
1
Egenrummet som hor till 6 spanns upp av | —1 |, si vi soker de u = #(1,—1,1) som ligger
1
pa ellipsoiden. Det géller om och endast om ¢t = i% (sétt in i ellipsoidens ekvation och 16s ut t,
alternativt anvind villkoret att |[u| = 2/v/3).
Svar: (21, x9,23) = i%(l, -1,1).

10.
(a) Svar: Att Ajug + daug + -+ + Ay, = 0 medfor Ay = Ag=---=A,;, = 0.
(b) Lat (-|-) beteckna V:s skaldrprodukt. Antag att Adju; + deug + -+ + Apu,, = 0. Tag
i €{1,2,...,m}. Det maste visas att A; = 0. Notera att
0= (0|1LL) = (Alul =+ )\2112 4+ 4 )\mum\ui) = )\,-|ui|2,
dar sista likheten foljer av att u; och u; &r ortogonala om ¢ # j. Eftersom u; # 0 géller
|u;| > 0 och dérfor maste \; = 0, som Onskat. O
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