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Inga hjalpmedel. Ej riknedosa.
Pa del A och B (uppgift 1-6) ska endast svar ges. De ska limnas pi ett gemensamt papper.
Varje ritt svar ger 1 poéng, fel svar 0 podng.

Pé del C (uppgift 7-10) ges maximalt 3 podng per uppgift. Hir krédvs fullstindiga och véilmotiverade
Iésningar.

Fér betyg 3/4/5 kréivs minst 2 poang pé vardera del A och B, minst 2/3/4 uppgifter som bedémts med
minst 2 poéng vardera pé del C samt minst 8/12/16 poédng totalt.

Godkind kontrollskrivning ht 2017 ger 3 poing pa del A (uppgift 1-3) som da ej behover losas.
Markera detta genom att skriva "G” i rutorna for uppgift 1-3.

Lésningsskiss finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

Nedan ges R" alltid standardskalirprodukten, och standardbasen ses som ett héger ON-
system nir lampligt.

DEL A
T1 + 279 = —4,
1. Finn minstakvadratlosningen till ekvationssystemet —x1 + x5 = 2,
3%1 + Ty = 8.

2. Lat II beteckna det plan i R* som uppfyller att (1, —2,3) ér den punkt pa II som ligger
ndrmast origo. Ange, pa normalform, en ekvation for II.

3. Bestim skirningspunkten mellan linjerna i R® som ges av
(1,0,—-1)+¢(—1,2,1), teR

respektive
(—=1,-5,-14) + 5(0,3,5), seR.

DEL B

4. Den linjira avbildningen F : R? — R? ges av spegling i linjen som har ekvationen
1 + 3x9 = 0. Bestam F':s avbildningsmatris i standardbasen.

0 1 0 1
5. Beridkna determinanten for matrisen % 411 :? g
2 -1 3 -1

6. Ange en bas till virderummet V(F') for den avbildning F : R* — R3 som i standardba-
serna har avbildningsmatris

N O =
(G200l \V]
N O =
o O O

VAND !



DEL C

7. Betrakta delrummet W = [(1,—2,0, 1), (0,—1,0,4)] till R*.

(a) Bestdm en ON-bas till W. (1p)
(b) Bestim en ON-bas till det ortogonala komplementet W-. (2p)

") = 3x,(t) + 6a9(2),
8. Los systemet av differentialekvationer 93/1( ) 21(t) + 6za(t)
xh(t) = 2xq(t) — x2(t).
1 3 6 2
9. Antag att ' : R® — R3 i standardbasen har avbildningsmatrisen - -6 2 3
2 -3 6
(a) Visa att F' &r en vridning kring en linje genom origo och ange en ekvation pa para-
meterform for denna linje. (2p)
(b) Bestdm vridningsvinkeln 6 € [0, 7| (svaret far innehalla arccos). (1p)

10. Definiera en linjar avbildning F': Py — Py genom att lata

F(a+br +cz®) =a+c+ (2a+ b)x + (b — 2c)z?.

(a) Bestam baser till F:s virderum V(F') och nollrum N(F). (2p)
(b) Avgor om det dr sant att varje p € Py kan skrivas som en summa p = p; + po for
nagra p; € V(F) och py € N(F). (1p)

LYCKA TILL!
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SVAR OCH KORTFATTADE LOSNINGSSKISSER

1. Vi ska l6sa AX =Y i minstakvadratmening dér

1 2 —4
A=|-1 1], X:(“”l), y=| 2
31 T2 8

D.v.s. vi ska l6sa normalekvationen A*AX = A'Y.

o (11 418 (1 oof 2
waay) = (g )~ (0 1)

Svar: x1 =2, o = —1.

2. Eftersom (1, —2, 3) ligger pa planet och dessutom &r ndrmsta punkt till origo s& méaste vektorn
(1,—2,3) vara en normal till planet. D.v.s. planet ges av

(1,-2,3) o (1, x2,23) = (1,—2,3)  (1,—2,3),
vilket ger
T — 2x9 + 33 = 14.

Svar: z1 — 225 + 3x3 = 14.
3.
(1,0,—1)+t(-1,2,1) = (-1,-5,—-14)+s(0,3,5) < s(0,3,5)—t(—1,2,1) = (1,0, —1)— (-1, =5, —14),
har 16sning ¢t = 2, s = 3. Sdtter vi in t.ex. t = 2 i den forsta linjens ekvation far vi

(1,0,—1) +2(—1,2,1) = (—1,4,1)
Svar: (—1,4,1).

4. Vi har att linjen har normal 7 = (1, 3), och F(u) =% — 2TU. D.v.s.

B ($17$2> ° (173) . 1 B 1 4 —3 X1
F(fEhCEz)—($17$2)—2w(173)—3(4551—3332,—3301—4952)—25 3 —4)\a)-
4 -3
1
Svar 5<3 4>
5.
gi_gé 2 —2 6 2 4 —2
1 1 1 3:71 —1 3 — 11 1 -1 =...=10.
5 _1 3 _1 2 3 -1 2 -1 3

Svar: 10.

6. Eftersom forsta och tredje kolumnen &r lika, den fjarde kolumnen &r noll, virderummet “&r
kolumnrummet” till matrisen samt att de tva forsta kolumnerna uppenbarligen inte ar parallella
ser vi att ((1,0,2) (2,1,5)) ar en bas till V(F).

Svar: ((1,0,2) (2,1,5)).
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7. (a): Vi anvinder Gram-Schmidt pa de tva givna vektorerna (1,—2,0,1), (0, —1,0, 4) som spinner
upp W.
fi :;(1 —-2,0 1):i(1 —2,0,1).

‘(17727031” ’ o \/6 ’ o

(Oa _17 0a4) ° (17 _2a Oa 1)

6 (17_27()’ 1) = (_1a15073)7

Ty = (0,-1,0,4) — (0,—1,0,4),3, = (0,—1,0,4) —

— 1 1
Ty = ——(—1,1,0,3).
f2 ‘Hg‘ 2 \/ﬁ( )

Svar: (%(17—2,0,1) \/%(—1,1,0,3)).

(b): Vi bérjar med att bestimma en bas till W-. Notera att (z1,z2, 23, 74) ligger i W om
och endast om den &r ortogonal mot bada vektorerna (1,—2,0,1) och (—1,1,1,2). D.v.s. om och
endast om

(1,-2,0,1) @ (1,0, 23, 24) =1 — 225+ 24 =0
{ (0, *1, 0, 4) L] (1‘1, $2,$3,$4) = —T2 + 4:64 =0.

1 =2 0 110
0 -1 0 410
har parameterlésningarna

(x1,x9,x3,24) = (Tt, 4, s,t) = 5(0,0,1,0) + ¢(7,4,0,1).

Alltsa ar ((0,0,1,0) (7,4,0,1)) en bas till WL. Vi kan redan hér se att dessa vektorer dr or-
togonala, si de behdver endast normeras, men for fullstindighetens skull kér vi Gram-Schmidt
ocksa:

Systemet

= 1
= —F—-(0,0,1,0) = (0,0,1,0).
B =010y 010 = )
Ty = (7,4,0,1) = (7,4,0,1) 7, = (7,4,0,1) — ((7,4,0,1) ¢ (0,0,1,0))(2,1,1,0) = (7,4,0,1),
—= 1 1
= —uy = ——(7,4,0,1).
f4 |ﬂ4|u4 \/%<7 s Uy )

Svar: ((0,0,1,0) %(7,4,0,1)).

8. Med matrisnotation ska vi 1osa X' = AX dar

()

Vi bérjar med att hitta egenvirdena till A.

3—-A 6

2 ,17)\:(3_/\)(_1_)‘)_6'22)\2—2)\—1520

vilket ger \; = 5 och Ay = —3. Egenrummet svarande mot A; ges nu av

(7% 2[0)
s [(2)]

Egenrummet svarande mot A\g ges nu av

(5



TATA24, TENTAMEN 2018-01-11 SVAR OCH KORTFATTADE LOSNINGSSKISSER 3

Vi vet nu att den allménna losningen ges av

_(z) 3\ s I\ _3
X = <$2> = Cl <1) e + CQ (_1) € .
Svar: (i;) =C (?) e 4+ Cy <_}> e3¢,

9. (a): Vi kollar forst att A*A = I, vilket stimmer. Alltsa &r F en isometri. Vi vet da att F' ér en
vridning om och endast om detA = 1, vilket vi ser dr fallet.

Vridningsaxeln ges av l6sningar X till F(eX) = eX, vilket dr detsamma som AX = X, eller
A-DNX=0s (TA-THX =0:

-4 6 210 2 0 —-110
-6 -5 3|0 |~---~] 01 00
2 -3 —-1]0 0 0 010
Losningarna till detta dr eX = ¢(1,0,2), vilket 4r en parameterform f6r den linje som vridningen

sker runt.
Svar: (z1,x9,z3) = #(1,0,2), t € R.

(b): Vi viljer en vektor som &r ortogonal mot (1,0,2), t.ex. (0,1,0) och ser hur mycket denna
vrids. F'(0,1,0) e (0,1,0) = |F'(0,1,0)||(0,1,0)| cos(f) vilket ger

36 2\ /0\\'

=)

1 2
cos() = = -6 2 3 1 1 =
2 -3 6 0 0
Svar: arccos(2/7).
10. (a): Med p=(1 = 2?) har vi
a a+c 1 0 1 a
Fiplb|l)=p|2a+b]=p[2 1 0 b
c b—2c 01 -2 c
Eftersom
1 0 l|a 1 0 1 «
21 0|8 |~-~n|o01 -2 B—2a |,
01 —2|% 00 O0|2a—8+7y

s& ser vi att
V(F)=[1+2z,z+2% = {a+ Bz +~y2%: 20 — B+~ =0}.
Vidare ges N(F) av losningarna till systemet med o = 8 =~ = 0:

a=—t
b=2t
c=1t

D.vs. N(F) = [1 — 2z — 2?].
Svar: (1 +2x =z + 22) ir en bas till V(F) och (1 — 2z — 2?) &r en bas till N(F).
(b): Vi kollar om N(F) N V(F) = {0}. Om detta inte gillde méaste 1 — 2z — 22 ligga i V(F).
Men med o = 1,8 = —2,v = —1 insatt i ekvationen fér V(F') ovan far vi
20— B+y=2+2-1=3#0.
Alltsa ligger den inte i V(F), vilket betyder att det gar att skriva varje vektor pa den angivna
formen. (Notera att detta ger att (1 4+ 2z z + 22 1 — 2z — 2?) utgdr en bas till Py, alltsi kan
varje vektor p € Py skrivas pa formen p = A\ (1 + 2z) + Aao(x + 22) + A\3(1 — 2z — 2?). Lat nu
p1 = M (1 +22) + Xo(x + 22) och py = A3(1 — 22 — 22).)
Svar: Ja, det gar att skriva varje vektor pa den angivna formen.
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