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Inga hjalpmedel. Ej rdknedosa.

Pa uppgift 1-6 ska endast svar ges, och dessa kan limnas pa ett gemensamt papper. Varje
rdtt svar ger 1 podng, fel svar 0 podng.
Uppgift 7-11 ger maximalt 3 podng per uppgift; fullstindiga och vilmotiverade l6sningar krévs.
Foér betyg 3 krdvs minst 8 podng pé skrivningen samt minst 3 uppgifter som bedémts med minst 2
poéng per uppgift. Fér betyg 4 respektive 5 récker totalt 12 respektive 16 poédng pa skrivningen samt
minst 3 respektive 4 uppgifter som bedémts med minst 2 podng per uppgift.

Godkiind kontrollskrivning ht2016 ger 3 poing pa uppgift 1-3 (som alltsi inte behover l6sas).
Markera detta genom att skriva “G” i rutorna fér uppgifterna 1-3.

Lésningsskiss finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

Nedan ges R" alltid standardskalirprodukten, och standardbasen ses som ett héger ON-
system nir ldmpligt.

1. Bestim en ekvation pa normalform for det plan i R3 som gar genom punkten (1,—1,1)
och &r parallell med linjerna

($1,$2,l’3) = (1+t,1+2t,1+3t> tER,
(Il,ZEQ,l’g) = (2t,1+t,—5) teR.

2. Los ekvationssystemet

ry — 2.%'2 — 2.1'3 = -1
To + x3 = 2
3[E1 — 5.132 — 5[173 = —1.

3. Bestdm avstandet mellan linjen x; — 2x5 = 0 och punkten (1,5) i R

4. Bestim en bas till delrummet i R* givet av

$1+I2—25L’3+SL’4:O
($1,$2,9€3,$4)3 .

I1—$2+4[E3—J]4:O

5. Bestdam avbildningsmatrisen relativt standardbaserna till den linjira avbildning
F :R3 — R? som ges av

F(ZEhI'Q, 133) = (1’1 —|— 25(72 — 4[E3, T — 7[E2)

6. Bestdm alla reella egenvarden och motsvarande egenrum till matrisen
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7. Lat
W =1(1,2,1,2),(2,3,0,1)] ¢ R%.

(a) Bestam en ON-bas till W. (1p)
(b) Berdkna ww da w = (2,—4,0,—2). (1p)
(c) Bestim en ON-bas till W+. (1p)

8. Lat V vara ett vektorrum.

(a) Ange definitionen av att en uppséittning vektorer (01 Us...T,)
utgér en bas till V. (1p)

(b) Visa (utgdende fran definitionen) att (v; Ty...7,) &r en bas till V om och endast
om varje vektor w € V pa entydigt sitt kan skrivas pa formen

U = a1U1 + a2z + ...+ a Uy, al,ag,...,anER

(2p)

9. Bestdm det polynom p(z) = ag + a1x + axr?® som i minstakvadratmening bést ansluter
till nedanstaende data:

10. Lat F: Py — Py ges av
F(CO +cixr + CQI2) = (—Co +c + CQ) + (200 +c1 — 202)132.

Bestam baser till N(F), V(F) samt N(F) NV (F)
(dir N(F), V(F) betecknar nollrummet respektive virderummet till F).

11. Los systemet av differentialekvationer:

x) (t) = 9xo(t) + 2025(t)
xh(t) = 2w (t) — Tao(t) — 2023(t)

LYCKA TILL!
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1. (1,2,3) x (2,1,0) = (-3,6,—3) = —3(1,—2,1) ger att m = (1,—2,1) &r en normal till planet.
Ekvationen ges nu av

(1,-2,1) e (1,2, 23) = (1,—2,1) @ (1, —1,1).

Svar: r1 — 2xo + x3 = 4.

1 -2 -2|-1
0 1 1 2 ~ e~
3 -5 —-5|-1

o O
o = O
O = O
O N W

Svar: (z1,29,23) = (3,2 —t,t), t € R.

3. Vektorn (—1,2) &r en normal till linjen, sa det sokta avstandet ges av
(1,5) e (—1,2) 9
[(=1,2)] V5

[(1,5))-1,2)| = (-1,2)

Svar: 9/\/5

som har 16sningar
(1’1,$2,$3,$4) = 3(_133a 1’0) +t(07 -1,0, 1)
Svar: ((—1,3,1,0) (0,—1,0,1)).

Xr1 X1

_ xr1 + 23’52 — 4:]]3 _ 1 2 —4
Flel _e( o —Tes ) S\1 -7 0 )| ™
I3 I3

1 2 -4
Svar: (1 7 0).

6. Enda (reella) 16sningen till

2—A 0 0
0 1—A 1 =0
0 -1 1=
ar A = 2.
0 0 010
0O -1 110
0 -1 —-110

har 16sningarna (x1, z2,23) = (¢,0,0) = ¢(1,0,0), t € R.
Svar: Egenvirde A = 2 med egenrum [(1,0,0)].
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— 1 1
- (1,2,1,2) = ——(1,2,1,2),
h= ey b2 = gt )
Ty = (2,3,0,1) — ((2,3,0,1) & f1)f; = ... = (1,1,-1,-1),
_ 1 1
=—(1,1,—-1,-1) = =(1,1, -1, —1).
f2 |(1’1,_1’_1)|( P ) ) 2( P ) )
Svar: (ﬁ(1,2,1,2) 1,1, —1,—1)) sr en ON-bas till W.
Uy = (e f1)f1+ ([@e fo)fy=...=—(1,2,1,2).
Svar: w = —(1,2,1,2).
1 . 1+ 2x9 4+ 23+ 224 =0
A% —{($1,$2,$371‘4).{ oy T — T — 24 = 0 }
Systemet

T+ 2x9 + 3+ 224 =0
I +IZ’2*III3*’JJ4:0
har 16sningarna
(z1, 22, 3,24) = (3s + 4t, —25 — 31, s, t).

Vi viljer som forsta vektor det vi far med s = 1 och ¢ = 0 och sedan normerar vi:
- 1
fa= Viri

For att vilja den sista riktningen later vi s = 1 och véljer ¢ si att (x1,29,23,24) =

(3+4t,—2 — 3t,1,t) uppfyller (z1,22,z3,24) ® (3,—2,1,0) = 0. Detta ger

(3+4t,—2—3t,1,¢)e(3,-2,1,0) =18t + 14 =0 < t = —7/9.

(3,-2,1,0).

Insatt ovan far vi da
1
(Z‘l, 2,3, 'T4) = §(_1a 3a 9) _7)a
och normering av denna ger

?4 = (71,379, 77)

2

14

Svar: (i(g,—z 1,0) ﬁ(—1,3,9,—7)) ir en ON-bas till W',

Vektorerna (U1 Us - - Up) utgdr en bas till V om :
(1) vektorerna spanner upp V, d.v.s. V= [01,7a,...,0,).
(2) vektorerna dr linjéirt oberoende, d.v.s. enda 18sningen till A\171 4+ AoTa+. ..+ A0, =0
aI‘Ali)\QZZ)\n:O
Antag forst att (U; s ---Tp,) utgdr en bas till V. Per definition kan da enligt (1) ovan
varje vektor u € V skrivas pa minst ett sdtt som

U= a1v1 + a2 + ...+ a,vUy.
Antag att ocksa

U= by + boUig + ... + byT,.
Da géller

U—TU=a10] + asls + ...+ a0y — b101 — bo¥y — ... — b, v, = 0.
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Med Ar = ay, — b, ger nu (2) i definitionen att varje A\, = ax — by, = 0, d.v.s. ay = by, vilket
ger entydigheten i representationen.

Omvént om varje vektor entydigt kan representeras pa den givna formen, da ar enligt
antagande (1) uppfyllt per definition, och (2) f6ljer av att ett uppenbart sitt att skriva
nollvektorn &r

0=0v; + 00y + ...+ 07,

och eftersom detta dr det enda séttet att skriva nollvektorn pa (via entydigheten) sa géller
alltsd (2) ocksé.

9. T optimala fall (d.v.s. om polynomet antog alla de 6nskade vdrdena) skulle vi ha p(—2) =
ap — 2a1 + 4as = =2, p(0) = a9 = 5, p(1) = ag + a1 + as = —6 och p(2) = ag + 2a; + 4as = 10.
Detta ger ekvationssystemet

1 -2 4 a -2
1 0 0 0 5
1 2 4) \® 10
Normalekvationen #r A*AX = A'Y:
4 1 9 7 1 9 1 18
1 9 1|18 ~ e~ 0 11 0 |22
9 1 33|26 0o 7 -—-1113

Detta ger ag = —1, a; = 2 och ay = 1, d.v.s. p(z) = —1 + 2z + 22

10. Med p= (1 =z 2?)harvi

co “1 1 1\ (e
F(co + a1z + 02x2) =Flpla =p|( 0 0 O c1
Co 2 1 —2 C2o
Vi tittar nu pa ekvationssystemet
-1 1 1 1|0 -1 1 1|0
0 0 0 ]0 |~ ~ 0 3 0|0
2 1 =210 0O 0 0|0
Losningarna till systemet ger oss N(F):
Co — t

Cgit, tGR.

Alltsa dir (1+22) en bas till N(F). Vi ser ocksé att vi har pivotelement i férsta och andra kolumnen,
s& vi vet att en bas till V/(F') ges av de tva forsta kolumnerna i originalmatrisen, d.v.s. en bas till
V(F) & (=14 222 1+ 2?). Hér ser vi att den andra basvektorn ér samma som den for N(F)
som alltsd &r ett delrum till V(F).

Svar: N(F) = N(F)NV(F) har bas (1 + 2?) och V(F) har bas (=1 +22? 1+ 2?).

11. Med matrisnotation har vi med
T

3
systemet
0 9 20
X' =AX=1[2 -7 -20]X.
-1 5 13
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Egenviirdena till A ges av

—A 9 20 —-A 9 20
2 —T—X =20 |=/2rad3laggstilrtad2/=|0 3—-X 6—2\=---=(1-))(2-X1)(3—X) =0.
-1 5 13— A -1 5 13—-X
D.v.s. vi har rotterna A = 1,2, 3. Vi berdknar nu egenvektorerna
A=1:
-1 9 2010 -1 0 210
2 =8 =200 |~ -~ 0 1 2|0
-1 5 12 |0 0 0 0|0
ger
(l‘l,l‘g,l‘g) :t(2,—2,1), teR.
A=2
-2 9 2010 1 0 —-11]0
2 -9 -20(0 |~---~f 0O 1 210
-1 5 11 |0 00 010
ger
(1‘1,.172,?53) :t(1,72,1), t ER.
A=3
-3 9 20 |0 1 1 0 |0
2 —-10 =200 |~---~] 0 -6 —-101|0
-1 5 10 |0 0 0 0 |0
ger

(z1,m2,23) = 1(5,-5,3), teR.
Losningarna ges nu av

(z1, T2, 23) = C1(5, —5,3)e> + Cy(1, =2, 1)e* + C3(2, -2, 1)e".
Svar: (21,22, 23) = C1(5,—5,3)e3 + Ca(1, —2,1)e? + C3(2, -2, 1)e’.
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