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Inga hjalpmedel. Ej rdknedosa.

P& uppgift 1-6 ska endast svar ges, och dessa kan limnas pa ett gemensamt papper. Varje
rétt svar ger 1 poang, fel svar 0 poing.
Uppgift 7-11 ger maximalt 3 podng per uppgift; fullstindiga och vilmotiverade l6sningar krévs.
Fér betyg 3,4 respektive 5 ridcker totalt 8, 12 respektive 16 poidng pa skrivningen samt minst 2,3
respektive 4 uppgifter som beddmts med minst 2 podng per uppgift.

Godkiind kontrollskrivning ht2015 ger 3 poéing pa uppgift 1-3 (som alltsi inte behover lbsas).
Markera detta genom att skriva “G” i rutorna fér uppgifterna 1-3.

Lasningsskiss finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

Nedan ges R" alltid standardskalirprodukten, och standardbasen ses som ett héger ON-
system nir lampligt.

1. Bestim avstandet mellan linjerna i R® som ges av

($1,ZE2,$3) (1 ) + t(2 O 1) te R,
(561,.1‘2,%3) t( 0) teR.

2. Los ekvationssystemet

X1 — Tg + 21‘3 =3
—2I1 +x2+23 = -8
To — T3 = —2.

3. Bestiam det plan W C R? som gar genom origo och ér sadant att w = (5, —4, 5) uppfyller
Uyw = (3,0, —1) (dér detta betecknar den ortogonala projektionen av @ pa W).

4. Bestdm en bas till delrummet {(z1, zo, ¥3,74) : 71 + 13 = 0,79 — 23 + 24 = 0} till R*.

5. Bestdm avbildningsmatrisen i standardbasen e = ((1,0) (0, 1)) till den linjira avbildning
F:R? — R? som i basen f = ((1,2) (2,2)) har matris

2 4
6 4)°
6. Bestim alla egenviirden och motsvarande egenrum till den linjira avbildning pa R? som

i standardbasen har matris <; Z)

VAND !



10.

11.

Bestam den vektor v € [(1,3,2),(—1,3,3)] C R* som minimerar |z — v|?, dér
u=(1,-5,7). Ange dven detta minsta virde pa |[u — v|*.

. Visa spektralsatsen for R2. D.v.s. visa att om en linjir avbildning I : R*? — R? ir

symmetrisk sa ar den diagonaliserbar.
Lat W = [(1,0,2,0),(-1,0,3,0)] c R%.

(a) Bestdm en ON-bas till W. (2p)
(b) Utvidga denna till en ON-bas till hela R?. (1p)

Bestdm storsta och minsta avstandet mellan ellipsen

Q(z1, 72) = 3122 — 62129 + 3925 = 12,
och origo, samt ange i vilka punkter dessa antas.
Lat F: P, — Py vara den unika linjira avbildning som uppfyller

F(l+z)=2+ 2%
F(l—z)=-2—2%
F(l4+z+2%) =u.

Bestdm baser till £:s nolltum N(F) och virderum V(F').

LYCKA TILL!
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1. Planet II som innehaller den andra linjen och &r parallell med den forsta ges av zo = 0 som har
normal @ = (0, 1,0). Avstandet mellan den forsta linjen och detta plan ges av

1(1,1,2) 7] = (1,1,2) ¢ (0,1,0) = 1.

Svar: 1.
2.
1 -1 2 3 1 -1 2| 3
-2 1 1 | -8 ~ e~ 0 -1 5|—-2
0 1 —-1]-2 0O 0 4|4

Svar: (z1,z9,x3) = (2,—-3,—1).

3. Eftersom 1w = @ —uyw = (5, —4,5) — (3,0, —1) = 2(1, -2, 3) maste (1, —2,3) vara normal till
planet.

Svar: r1 — 2zo + 3x3 = 0.

4.
T -1 0
1+ 10 =0 T2 | 1 0
{£E2£E3+.T40 < T3 = 1 +i 1
Ty 0 1

Svar: ((—1,1,1,0) (0,0,1,1)).

2 2 6 4
Alltsa ar den sokta matrisen
1 (-2 8
TAT = < 0 8/

5. f =€l dir T = (1 2) ger med A = (2 4) att F(fY) = F(eX) = fAY = eTAT'X.

-2 8
Svar: < 0 8) .
1—-A 0

6. ‘ = (1—=X(4—X) = 0 ger egenvirden A = 1,4. Egenrum fér A = 1 ges av

2 4=

16sningarna till
0 00
2 3|0 )7

vilket ger linjen 21 + 3z2 = 0 (basvektor f; = (—3,2)). Egenrum for A = 4 ges av Idsningarna till
-3 010
2 0|0 )’

vilket ger linjen 7, = 0 (basvektor f, = (0,1)).

Svar: Egenvirde 1 med egenrum [(—3,2)] och egenvirde 4 med egenrum [(0,1)].
1
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7. Vi vill 16sa systemet

1 -1 1 -1 1
s(3)+t|3]=(3 3 (j) =|-5
2 3 2 3 7
i minsta-kvadratmening (minstakvadratlosningen ger oss projektionen ¥ av uw = (1,—5,7) pa

[(1,3,2),(-1,3,3)).
Coa (e ) (i)
2 3
Coi(e)-0
-1 3 3 - 5)°
(14 14 )N._.N(1 1
14 19 |5 0 1

vilket ger minstakvadratlosningen s = —1,¢ = 1. Alltsd ar v = —1(1,3,2) +1(—1, 3,3) = (-2,0,1)
och [u —|? = |(3,—5,6)|*> = 70.

o

Svar: v = (—2,0,1), |[u — v|> = 70.

8. Eftersom ‘a ; A . E )\‘ =\ — (a+ c)\ + ac — b* far vi rotterna
_a+tc (a+c)? , a+tc (a—c)?* .,
A= 5 j:\/ 1 ac+b* = 5 + 1 + b2

Vi ser alltsa att uttrycket under roten aldrig kan bli negativt och alltsd har vi bara reella rotter.
Om vi har en dubbelrot méaste vidare a = ¢ och b = 0 vilket alltsd innebér att vi redan har en
diagonal matris. Om & andra sidan detta inte giller har vi tva olika rétter, och alltsd finns en

ON-bas av egenvektorer, vilket medfor att avbildningen &r diagonaliserbar. V.S.B.
9. a:
f —¥(1 020)—i(1 0,2,0)
1 |(170’2’0)| )y My &y \/5 Uy &y .
1 1
ue = (—1,0,3,0) — { (—-1,0,3,0) ¢ —(1,0,2,0) | —=(1,0,2,0) = (—2,0,1,0),
2= (1,030~ ((-1,0.3.0) 0 J2(10.2.0) ) 2(1,0.2,0) = (-2.0.1.0)
- 1 1
= —us = —=(—2,0,1,0).
f2 |ﬂ2| 2 \/5( )

(Man kan ju ocksa inse att W helt enkelt &r z;x3-planet s& dven ((1,0,0,0) (0,0,1,0)) &r en
ON-bas till W).
b: Eftersom W helt enkelt &r z;x3-planet kan vi ldgga till f; = (0,1,0,0) och f, = (0,0,0,1).

Svar: (a): bas till W ér (%(1,0,2,0) %(—2,0,1,0)) (t.ex.).

(b): (%(1,0,2,0) 1(-2,0,1,0) (0,1,0,0) (0,0,0,1)) sr en utvidgning till hela R*
(t.ex.).
10.
31-A -3
3 39—\

-9 3|0
-3 —-1|0

(1,—3) &r en bas till detta rum.

’:o...@xlzzxo,Ag:Bo.

A1 = 40 ger egenrum

1

vilket ger att t.ex. f; = —

ﬁ
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1 -3]0
-3 9 1|0
vilket ger att t.ex. fy = \/%(3, 1) &r en bas till detta rum.

Sa i basen f har vi alltsa att

A2 = 30 ger egenrum

Q(fY) = 40y? + 30y5 = 12
vilket ger en ellips som skiir y;-axeln i ++/3/10 och ys-axeln i £2/+/10.
Alltsa #r storsta avstandet 2/+/10 och antas i (y1,y2) = +(0,2/v10) < (z1,72) = +(3/5,1/5),
och minsta avstandet dr \/3/10 och antas i (y1,12) = £(1/3/10,0) & (21, 22) = £(v/3/10, —3+/3/10).
Svar: Storsta avstand 2/v/10 antas i (21, 22) = +(3/5,1/5)
och minsta avstand /3/10 antas i (1, 22) = £(v/3/10, —3v/3/10).

11.
1 1
§(F(1+x)+F(1—x)):F(l):§(2+x2—2—m2)20,
1 1
§(F(1+x)—F(1—a:)):F(a:):5(2+x2+2+$2)=2+x2,
Fl+z+2%)—F(1+2z)=F(?* =-2+z—2°
0 2 -2
Alltsa har F matris [0 0 1 | ibasen p(1 z 22). Eftersom
01 -1
0 2 2|0 01 -110
00 1|0]~|10O0 1]0],
01 —-110 00 010

sd ser vi att vi har ett endimensionellt nollrum som alltsd spanns upp av 1 enligt ovan, och ett

tvadimensionellt virderum som spinns upp av 2 + 22 och —2 + z — z2.

Svar: N(F) = [1] och V(F) = [2+ 2% -2 + 2 — 7.
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