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Inga hjalpmedel. Ej rdknedosa.

P& uppgift 1-6 ska endast svar ges, och dessa kan limnas pi ett gemensamt papper. Varje
rétt svar ger 1 podng, fel svar 0 poédng.
Uppgift 7-11 ger maximalt 3 podng per uppgift; fullstindiga och vilmotiverade l6sningar krivs.
For betyg 3,4 respektive 5 récker totalt 8, 12 respektive 16 podng pa skrivningen samt minst 2,3
respektive 4 uppgifter som bedémts med minst 2 podng per uppgift.

Godkind kontrollskrivning ht2015 ger 3 poéng pé uppgift 1-3 (som alltsi inte behover 15sas).
Markera detta genom att skriva “G” i rutorna fér uppgifterna 1-3.

Losningsskiss finns efter skrivningstidens slut pd kursens hemsida.
Nedan ges R" alltid standardskalirprodukten, och standardbasen ses som ett héger ON-
system nir lampligt.

1. Bestim avstandet mellan punkten (3, —2,2) och planet x; — xy + 23 =11 R3.

2. Los ekvationssystemet
Ty + X2 =5
2[E1 - 2[L‘3 =4.

3. Lat uw = (0,5, —2) och 1at W vara det plan i R® som pa parameterform ges av
s(1,0,—=1) +¢(1,1,1) s,t €R.
Bestdm ww (1 W) och % w (ortogonal mot W) sadana att @ = uw + TLw.
4. Bestim en bas till delrummet [(1,2,3,2),(0,1,8,5), (=2, —4, —6, —4)] till R*,

5. Bestdm avbildningsmatrisen i basen f = ((1,1) (1,2)) till den linjidra avbildning
F : R? — R? som i standardbasen har matris

2 -1
0o 2 /)
n egenvektor till den linjira avbildning pa R? som i standardbasen

6. Avgor om (2,0,2) &

0 re
2 0 4

har matris [ 0 3 0], och bestdm i sa fall motsvarande egenvéarde.
4 0 2

7. Bestdm det polynom p(z) = ag + a;x + ar? som i minstakvadratmening bést ansluter
till

VAND !



10.

11.

Lat E vara ett Euklidiskt rum med skaldrprodukt (-|-) och lat F' : E — E vara en isometri
(d.v.s. |F(u)| = |ul for alla w € E).

(a) Visa att
(F(u)|F(v)) = (ulv) for alla u,v € E.

(2p)
(b) Visa att om e ar en ON-bas till E, da &r matrisen A till F'i denna bas en ON-matris
(dovs. A'A =1T). (1p)
Lat
1 2 0 3
A=11 -2 1 4
2 4 06

2

vara matris till den linjéra avbildningen F': P3 — Py i baserna (1 x 2? 23) respektive

(1 z z?).

(a) Bestdm en bas till nollrummet N(F) till F. (2p)
(b) Bestdm en bas till virderummet V(F) till F. (1p)

Lat W = {(z1, z9, ¥3,74) : 71 + 225 — x3 — 224 = 0} C RL

(a) Bestdm en ON-bas till W. (2p)
(b) Utvidga denna till en ON-bas till hela R?. (1p)

Los systemet av differentialekvationer:
x) (t) = 3wy (t) + 223(t)

x’;(t) = 221 (t) + x2(t) — x3(¢)
zh(t) = 2x3(t).

LYCKA TILL!
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1. Vektorn @ = (3,-2,2) — (1,0,0) = (2, —2,2), mellan den givna punkten och en punkt i planet,
projiceras pa normalvektorn 1 = (1,—1,1) och ger avstandet [u;| = |(2,—2,2)| = V12 = 2V/3.

Svar: 2v/3.

2. Ekvationssystemet kan l6sas genom att sdtta x3 = t, ¢ € R. Man far sedan losningarna
(Il,ﬂf27l’3) = (2 +t,3 — t,t), dar t € R.

Svar: (z1,x0,x3) = (2+1¢,3—t,t), t € R.

3. Normalen till planet ges av @ = (1,0,—1) x (1,1,1) = (1, -2, 1), vilket ger

_ _ umn) _ 0,5,—2)e(1,—-2,1
Ulw = U = (7J|2)n = ( )6( )(1, -2,1) = (-2,4,-2).

Vi far sedan att
Uyw =U—ULw = (0,5,—-2) — (—2,4,—-2) = (2,1,0).

Svar: u 1w = (—2,4,-2), uyw = (2,1,0).

4. Vektorerna (1,2,3,2) och (0,1,8,5) bildar en bas fér rummet eftersom de ej r parallella och
vektorn (—2, —4, —6, —4) = —2(1,2,3,2).
Svar: {(1,2,3,2),(0,1,8,5)}

5. Vi utnyttjar matrisrelationen Ay = T-1A.T, diir A, ér den givna avbildningsmatrisen, 7' ir
basbytesmatrisen, och Ay den sékta avbildningsmatrisen i den nya basen. Vi far

w=(2 )G D=0 ),

6. Matrisprodukten

2 0 4 2 12 2
03 0 ol=(0 |=6[0],
4 0 2 2 12 2

visar att vektorn dr en egenvektor med egenvérde 6.

Svar: Egenvirdet ar 6.

7. Med virdena i den givna tabellen blir normalekvationerna A*AX = A'Y,

111 1 }f‘l‘ ao 111 1 _63
2 1 0 -1 Lo o a =210 -1 A
410 1 L 11 az 410 1 -

vilket forenklas till ekvationssystemet

DN
D
oo
[\

8 1828
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med 16sning (ag, a1,az2) = (1, —4, 3).

Svar: p(x) = 1 — 4z + 322,
8. Se beviset fér Sats 7.7.2 i boken.

9. Vi hittar baser for bade N(F') och V(F') genom att 16sa ekvationssystemet AX = 0, dvs

1 2 0 3]0 1 2 0 30
1 -2 1 4|0 | ~ ~1 0 -4 1 1|0
2 4 0 6|0 0 0 0 0f0

Vi far 16sningarna

1 = —2s — 14t
To=85+1
T3 = 4s
$4=4t.

Det foljer att N(F) har bas {2 + x + 422, —14 + o + 423}, och att till exempel de tva sista
kolonnerna i matrisen A ir 16jliga element, dvs V(F) har bas {1 + = + 22,2 — 2z + 422}.

Svar: (a) Bas till N(F) dr {—2 + z + 42?%, —14 + x + 423}.
(b) Bas till V(F) édr {1+ z + 22,2 — 2z + 42?}.

10. Vi parametriserar ekvationen som beskriver W for att hitta linjirt oberoende vektorer som
genererar W,

Tr1 = —2r+ s+ 2t

- To =T

T+ 2x9 — 23— 204 =0& £3=s

$4:t.

Séatt

—2 1 2
7| — ol - o
l_g\/g 0 , U2 =€ 1 ) us = € 0
0 0 1

Vi anviander sedan Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetod for att berdkna en ON-bas for W. Med

1
~ S 112
f2:u2_(u2.f1)f1:§g 51

0

1
far vi den normerade basvektorn f. 1 |2 Vidare, med

I Vvl 11 normer V m =€ —F . 1 re, 1
VAT
0

fa=Ts— (us e f)f1 — (Wse fy)fy=¢ é BNEE
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1
_ 1 o
far vi den sista normerade basvektorn f; =e 75 31 . Vektorerna f, fo, f3 bildar saledes en
3
1
— 1
ON-bas fér W. Denna utvidgas till en ON-bas for hela R* genom att siitta f, = ¢ ﬁ _21 ,
-2
dvs ?4 € Wl
-2 1 1
- 1 1] = 1 21 - 1 2
Svar: (a =e — , fo=e — , fa=e —
( ) fl = \/5 0 f2 = m 5 f3 15 1
0 0 3
1
() FuForFaoch Fy=e o |
) ) =€
1 2 3 4 \/E -1
-2

11. Vi borjar med att hitta egenvirden och egenvektorer for koefficientmatrisen.

3—A 0 2
2 1-A —1|=..=@-N1-N(2-)),
0 0 2-2A

vilket ger egenvirdena A\; =1, A2 = 2, A3 = 3. Vi hittar motsvarande egenvektorer

3-1 0 2 |0
A=1: 2 1-1 -1 1]0 |,
0 0 2-110

vilket ger (x1,22,73) = (0,¢,0), t € R, t # 0. Vilj t.ex. f; = (0,1,0). P4 samma siitt fas f, =
(—=2,-5,1) for egenviirdet 2, och f; = (1,1,0) for egenviirdet 3. I denna bas av egenvektorer blir
avbildningsmatrisen (dvs koefficientmatrisen) en diagonalmatris med egenvirdena pa diagonalen,
och systemet av differentialekvationer blir efter basbytet (X = T'Y med uppenbara beteckningar),

yll =Y Y1 = Aet
Yo = 2yo & y2 = Be'
yh = 3ys. y3 = Ce3t.
dir A, B och C ar godtyckliga reella konstanter. Matrisrelationen X =TY ger
) 0 -2 1\ [m 0 -2 1
=1 -5 1 yo | =Ael 1| +Be® [ 5] +Ce3 (1],
T3 0O 1 0 Y3 0 1 0

dvs den allménna l6sningen &r
71(t) = —2Be* + Ce3t
T2(t) = Ae! — 5Be?t + Cedt
r3(t) = Be?.

Svar: Losningarna firo x1(t) = —2Be?" + Ce3!, xo(t) = Ae! — 5Be?t + Ce3t, x3(t) = Be?.
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