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(3p) 1. Bestdam en bas for underrummet

0 1

1 2 A
| C R
-1

— O =
|
—_
|

N W O
le)

O O = =
e}

=N O

-2
Om dimM < 4, fyll ut basen i M till en bas i R*.

(Ip) 2. (a) Formulera tre, i kursen ingaende, centrala satser om egenvérden och egenvektorer.

(2p) (b) Bevisa en av de satser du formulerade ovan.

(3p) 3. Den linjira avbildningen F:E*—E* har i standaradbasen matrisen
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Bestdm en ON-bas av egenvektorer till F'.
(1p) 4. (a) Lat F:R*—R? vara en linjir avbildning och ey, 5, e3 standardbasen i R?. Vidare,
F(el—i—eg) = ey, F(e1 —62—|—63> = €9, F(61+83) = €s3.
Ange F':s matris i standardbasen.

(2p) (b) Verifiera att bilderna av
e +e, e —e+te3, e;tes

blir de i texten givna genom att anvinda den matris du just bestamt.
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5. Nedanstaende ekvationer beskriver varsin kurva i planet:

322 — 219 + 322 = 12, 222 4 22129 + 222 = 13.

Ange vilken typ av kurva respektive ekvation beskriver samt bestdm skarningspunk-
terna mellan kurvorna.

. Lat F:E*—E? vara den linjira avbildning som har matrisen

-1 0 0
0 0 1
0 1 0
i standardbasen. Visa att F' &r en vridning och bestdm vridningsaxel och vridnings-
vinkel.

. Lat E vara ett euklidiskt rum, dimE < oo och F:E—E en linjar avbildning som i

nagon ON-bas i E har matrisen A # 0 for vilken géller att
A'A =2A.

Bestam F':s egenviarden och beskriv egenrummen.



Losningsforslag till TATA24, Linjar algebra, 2010-04—-06

1. Kalla de genererande vektorerna uy, ..., ug och stéll upp ekvationen linjarkombination
= godtycklig vektor och undersck pa vanligt sitt. Da fas
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Detta ger att om vi borjar om med ug, us och ug i hogerledet istéllet och gér samma
radoperationer en gang till sa fas

1 0-1]1 1 0 x 1 0-1]1 1 0 71
1 1 0/2 4 2 a2 01 1|1 3 2 —xq + 2y

01 3|15 4 23] 100 2/0 2 2 T1-To + T3 ’
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dvs us, us, ug kan utses till 16jliga element, M = [uy, us, uy| enligt satsen om 16jliga
element, uy, us, uy ar linjart oberoende och dédrmed en bas for M vilket ger dim Ml = 3.
For att den godtyckliga vektorn skall vara en linjarkombination av uy, us, uy krévs att
systemet med x1, xo, 3, T4 Som hogerled, &r 16sbart, dvs —11x1 4929 —5x3+ 224 = 0.
Foljaktligen géller

M= {x € R" — 11z + 92y — 5z + 2z, =0} .

Som utfyllnad véljer vi vilken som helst vektor dar —11z14+9x9—5x34+2x4 # 0.
Dérmed har vi “rdatt antal” element och det récker att visa att dessa fyra &r linjart
oberoende for att vi skall ha en bas, enligt satsen om rétt antal element. For att gora
det enkelt for oss viljer vi e4 som utfyllnad. Stéller vi upp beroendeekvationen for
dessa och gor om samma radoperationer en tredje gang fas
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och entydighetstrappan visar nu att systemet ar entydigt lobart, d vs har endast den
triviala 16sningen och vara fyra vektorer #r ddrmed en bas for R?.

2. Se kursboken, kapitel 7.



3. Beridkna egenvirdena pa vanligt sitt:

-2 1 1 -1 -A 1 1 -1 ky—Fky
ko—ky
det(A-AB)=| 1 ) TL |l b mA mh |
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<= A\ =1 (trippel), —3.

Egenvektorerna kan beriknas pa vanligt sitt. Vi skall berdkna dem pa ett ovanligare
sitt for att minimera arbetet med ortogonaliseringen.
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Eftersom egenrummet till A = 1 &ar tre-dimensionellt véljer vi tre vektorer som upp-
fyller ekvationen ovan varav tva av dem &r ortogonala mot varann, varefter vi orto-
gonaliserar den tredje. Vilj, tex
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Aterstar att beriikna egenvektorn till A = —3 vilket forstas kan goras pa vanligt sétt.

Vill man inte losa ekvationssystem kan man istéllet utnyttja att egenrummen &r or-
togonala och att egenrummet till 1 ar tre-dimensionellt. Dérav foljer att egenrummet



till —3 &r en-dimensionellt, d vs det finns en riktning ortogonal mot egenrummet till
1. Vi ldser av den ur koefficienterna till ekvationen och véljer sedan
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4. (a) Stall upp sambanden i matrisform och 16s som ett vanligt ekvationssystem

F<61 + 62)

F(el—62+63) =

F(e; + e3)
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— F(e;)=e;+e;—e3=¢

(b) Sétt in de givna vektorerna i F.
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Foljaktligen dr A korrekt berdknad.

F(el) + F(eg)
F(el) — F(eg) -+ F(eg) =
F(e1) + F(e3)
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5. Bestdm egenvirden och egenvektorer till de bada kvadratiska formerna.

det(Al—/\E):‘?‘l)\ i;_1)\‘:(3—)\)2—1:0<:>>\:3j:1=4,2
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Foljaktligen har de tva kvadratiska formerna samma egenvektorer och diagonaliseras
darfor bada av samma ON-bas av egenvektorer. Da badas egenvirden ar positiva &ér
kurvorna tva ellipser. Sétt

() (1) = el 1)

{3951 — 27175 + 3x2 = 4y1 + 2y2 =12 g { — 10y2 = —40
3y?

202 + 211wy + 225 = yi + 3y = 13 = 13

2
Yy =1 y1 = £1
P et , ::l: 17:|:2
{y%—ll {y2 2 (yl y2) ( )

Detta ger att vi far fyra skdrningspunkter vars ortsvektorer kan beréknas pa foljande

satt:
7 ()
_— 1y |1 11 1Y E—
or=xt( )= pelh 1) ()" (1)
V2
dvs de sokta skidrningspunkterna ar

1 1
iﬁ(S,l), iﬁ(lﬁ).

6. Viobserverar att A dr ortonormal sa att I’ dr isometrisk enligt sats 6.7.2, sid 166. Vi-
dare, den enda tillitna produkt med tecken i det A som ir nollskild &r (—1)'-(—1)-1-1,
dvsdet A= 1. Ddarmed &r F en vridning enligt sats 6.7.6, sid 170. Da vridningsaxeln

ar en egnvektor med egenvirde 1 berdknar vi den genom, att losa AX = X <
(A-E)X =0.

-2 0 010 0
0-1 1|0 | =X1=t|1
0 1-1]0 1



Vi berdknar vridningsvinkeln genom att bestdmma vinkeln mellan en vektor i vrid-
ningsplanet (= vridningsaxelns normalplan) och dess bild. Exempelvis &r e; ortogonal
mot vrisningsaxeln. Da

-1 0 0 1 -1
F(el) =€ 0 0 1 0 =€ 0 = —€;
0 1 0 0 0

foljer det att vridningsvinkeln &r 7 (eller 180°).
Anmairkning: Detta kan forstas ocksa goras genom att bestdmma en ny hoger-
orienterad ON-bas med f; || vridningsaxeln och byta till denna bas.

. Ur raknereglerna for transponering foljer det att
(A*A)" = AT(AY) = A4,

dvs A'A &r symmetrisk. Eftersom A'A = 2A foljer det ocksa i sjilva verket att A
ar symmetrisk och att F' dr en symmetrisk avbildning. Darmed &r F' diagonaliserbar
och dess egenrum inbérdes ortogonala. A" = A ger A* = 24 och foljaktligen att
FoF = F? = 2F. Lat u vara en egenvektor med egenvirde A till F. Da fas

F?(u) = F(F(u)) = F(Au) = AF(u) = \u

2 _ —
2F(u):2/\u}:>>\ =2\ <= A=0, 2

eftersom u # 0 da u ar en egenvektor. Darmed géller féljande

(a) om Epg = N(F) = {0} sa dr Epy = V(F) = E och alla vektorer ar egenvektorer
med egenvirde 2 (dvs F ér en strickning faktorn 2).

(b) om dim N(F) > 0 sa #r (fortfarande) Epg = N(F) och Epy = V(F) = N(F)*
pgasymmetrin (dvs F dr en ortogonalprojektion pa det ortogonala komplemen-
tet till N(F) foljt av en striackning faktorn 2).



