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(3p) 1. Bestiim ekvationen pa normalform for det plan II som innehaller linjen

x 1 2
Liel y}=el|l 3| +tel 1
z 3 2

och som innehaller punkten (3,0,1). Ange sedan den ortogonala projektionen av
punkten (—1, —4,4) dels p4 planet II, dels pé linjen L.

(1p) 2. (a) Formulera tre, i kursen ingaende, centrala satser om linjdra avbildningar.
(2p) (b) Bevisa en av de satser du formulerade ovan.

(3p) 3. Bestém de I&sningar till differentialekvationssystemet

o = 2z + 3y
58';2 = 23’,‘1 + 2

sddana att lim e'z(t) = 1.
t—oo
(3p) 4. Sittv=(4,3,1,1) och

Ty + X2 — T3 =0
W = < (zq, 22, T3, Z4) cEY: 20 +ay —3zz3+24=0
T9 + IC3W£E4$O

Bestdm mi& |v — w| och ange for vilket w € W som minsta vardet antas.
we

(3p) 5. Betrakta den linjara avbildningen F R*—R* som i standardbasen har matrisen

1-1 0 1
-1 3 2 1
A”‘“—1101
1-2-1 1

Bestim bas och dimension for nollrum respektive viirderum. Ange en bas for R* dr
s& manga som majligt av basvektorerna frén nollrum och virderum ingar.

VAND!




(3p)

(3p)

6.

7.

Lt r > 0 och betrakta ekvationerna nedan:
Q= 91% —dryxe + 656% = 5, @2 = CC? -+ ’12% w2,

Avgér vilken typ av kurva som respektive ekvation beskriver. Bestdm sedan, fér varje
r > 0, antalet skdrningspunkter mellan kurvorna.

Lit E, dimE = n var ett euklidiskt rum och U, dimU < n ett underrum av [£. Lt
Py:E—E vara den linjéra avbildningen ortogonalprojektion p& U' och definiera
F:E—E genom F(v) = v —2F.(v). Visa att F' #r bade symmetrisk och isometrisk
samt ange samtliga egenviérden och tillhérande egenrum till F.

(Ut = {v € E: v ortogonal mot alla u € U})




Losningsforslag till TATA24, Linjar algebra, 2009-12-21
1. Lat Py = (1,3,3), P, = (3,0,1). D& [3s

3 1 2 2 2 -4
PoPi=e{ 0| ~e{3]=e{-3], nnlel-3 |{xell]|=e|-8]|=>
1 3 -2 -2 2 8

> ha+2y—2:=D, Bell=1+23-23=1=D.

Lit P, = (—1,—4,4). Fér att beriikna projektionen P, i II drar vi den normal till II
som gér genom P och beriiknar dess skéirningspunkt Py med II genom inséttning i
ekvationen for II.

x -1 1
Npiely |=e[-4 |+te] 2
z 4 -2
(—14t) +2(-4+20) =204 -2t) =9t - 1T=1 & t=2==
L -1 1 1
OPp=¢e|-4 j+2e| 2 | =¢]| O
4 -2 0

For att berékna projektionen P av P pd L ortogonalprojicerar vi PyPy pd Lis
riktningsvektor och beriknar sedan OPy som OPy+ denna projektion (se figur 1.33,
sid 34 i kursboken):

-1 1 -2
PPy=e|-4 |—el| 3 |=¢e|-7 ),
4 3 1
1 -2 2 2 2
P0P2“L_—2 el-7 llel 1 el 1l = —el 1 L
3 1 2 2 2
1 2 -1
= OP,=¢| 3 |-e|l 1l |=ef 2
3 2 1

Svar: Py =(1,0,0), P, =(-1,2,1).
2. Se kursboken, kapitel 6.

3. Skriv systemet pd matrisform och beréikna koeflicientmatrisens egenvarden och egen-

vektorer:
r {23 B
X—(2 1>X—AX,
2-)0 3 2
det(A—/\E): 1o\ = A —3)\—4:(/\—4)()\—1—1):0«’;::1?»/\:4, -1
-2 310 3
v (22]0) = xe=e(2)




3 310 -1
A=-—1: (2 210>mel—t(1)=>

= X(t) = C’le‘it( g ) 4 Coet (—} ), et (t) = 3C1e™ ~ Cy — 1 dit — o

= () =0, C'2=—1=>X(t)ze”*(_i).

4. Bestdam forst en bas fér W genom att skriva systemet pa matrisform och losa det.

1 1-1 0 O 1 1-1 0|0 1 1-1 0|0
2 1-3 1|0 O 1 -1 1(0 0 1 1-1]/0 )=
0 1 141 O 1-110 0 0 0 00
Z 25—t 2 -1
T —S—i—i I ! i
= - = 1 +1 0
T4 0 1
Utgdende frén detta konstruerar vi en ON-bas:
-1 2 2 2 -1 -1
£ m}me i o -1 e -1 _l -1 o 1 o 11
SRVZ Sl BV R 0 U R B BTN el SN il SO B Al RNV
1 0/, \0 0 1 1
1
2 -1 1 1\
—e |t +e Li—gl? f =Ll ®
il B ol 11 BT
0 1 \ 1 1)
4 1\ /A1
v = (viii)fi+(vif)fa=7 | e 3 |le 1 el ! +
I AR REg =l Flo ] 70
1 1 1
4 1 1 1
1 3 0 0 0
1 1 1 1)
4 2 2
e vy ol Bl el 0] 2] B
Viw=V T YiwTE| 4 Elao | T8 |-
1 2 -1

Enligt sats 5.3.11, sid 132 fas det minsta virdet for w = Viw och det minsta vérdet

VZ 3 (C1)2+ (-1 = V15

blir da ‘ J.w’ =




5. Enligt sats 6.5.4, sid 160 fas V(F) som holjet av A:s kolonnvektorer v;. Vi studerar
darfor beroendeekvationen for dessa. Detta leder till ekvationen AX = 0 vilket &r
den ekvation som skall l6sas for att berikna N(F). Vi studerar ocksd ekvationen
“linjirkombination av kolonnvektorerna = godtycklig vektor” for att erhélla ekva-
tion(er) som beskriver V(F). Vi far

/\1V1+A2V2+)\3V3+)\4V420,X==>
1-1 0 1|0 =z 1-1 0 1]0 1
-1 3 2 1|0 0 2 2 210 =+
110 1|0z |~]loo o0 20 aites |
1-2-1 1|0 =z \0-1-1 0]0 -1+
1-10 1]0 T
0 1 1 0 0 T1— T4
~“1o0o 00 2|0 -214z24 22
\0 0 0 0]0 2m-5;+xs-2
At 1
As 1
= ]\ == 1 ,dvs vi+va=V3 och
3
A 0

N(F)=[(1,1,-1,0)}, V(F)= {x € RY: 221 — @ + 23 — 204 = 0}.

Ur ovanstaende far vi att dim N(F) = 1, vy, Vs, V4 8r en bas for V(F) och darmed
4r dim V(F) = 3. D& 2.1 ~ 14 (—1) — 2:0 = 0 foljer det att N(F) C V(F). Darmed
finns ingen bas for R bestdende av basvektorer for N (F) respektive V(F'). Som ny
bas kan vi viillja v1, v, vq och fylla ut med en vektor vilken som helst som ¢j tillhor
V(F), tex (1,0,0,0) = e;. Att dessa fyra &r linjart oberoende foljer direkt om vi
studerar beroendeekvationen

A1V1 + )\2V2 -+ A3V4 -+ Aqel = <= V(F) 2 )\1\"1 + /\2V2 + A3V4 = "}\491 ¢ V(F)

savida inte A, = 0, d vs den enda mojligheten &r att A v+ Aava + Agve = 0. Men da
dessa dr linjért oberoende sd &r dven Ay = Ap = A3 = 0. Foljaktligen ar vy, vy, vy, €
linjart oberoende, d vs vi har rétt antal oberoende vektorer och dirmed en bas enligt
sats 4.4.18, sid 107.

6. ()g = r* beskriver en cirkel med radie r. For att se vilken kurvtyp 1 = 5 bestdmmer
vi dess matris A och beriknar egenviirden och egenvektorer till denna.

9 -2 9- -2
A—(_2 6)’ det (A — AE) = DI

15 225 — 200 155
—_ — = — 1
== A 5 + 4/ , 5 g, b
-1-210 1 2 2

I=A2—15A+50:0 =

o o




b
Il

4-2]0 2 -10 (1 1 (21
a=ni (37300)~(00]0) = xe(z) £= e o),

Med detta basbyte fas Q; = 10y% + 532 = 5, d vs en ellips. Enligt sats 8.1.11, sid 203
giller

1 1
5lul’ < Qi(u) =5 < 10y = §.<_|u|2§1 = ESIH!SL

dvs ellipsen tangeras inifrén av en cirkel med radie 1/v/2 och utifrin av en cirkel med
radie 1 (jimfér med figur 8.2 (b), sid 206). Foljaktligen har vi tva skirningspunkter
for r = 1/4/2 och 7 = 1, fyra skirningspunkter for 1/ V2 < r < 1 och inga skiirnings-
punkter for dvriga r.

. Alla v € E kan skrivas v = vy, + vy, dédr vy, € U ochv,, Lt U dvsvy, € U+,
D4 fas for varje v € [ att

F(v) = F(vjy +vig) = Flvy,) + F(vi) =
= (Vjy ~ 2 Pye (vg)) + (Viy — 2 Py (Vi) = vy — Vi
e e’ g

0 Vig

Symmetri: (F(u)|v) = (upy, — wiy| iy + vy ) = (upy|viy) — (uylvyy) eftersom
(u||U|le) = (quU I"Ilv) = 0. P4 samma, sitt fas

(ulF(v)) = (wy, + uJ—U|VIIU - vau) = (u|!u|vliu) —(urylvig), dvs

(F(uw)|v) = (u|F(v)) vilket &r precis definitionen av symmetrisk avbildning,
Isometri: Pythagoras ger |F(u)]* = |uy, ~ wiyl? = [up,)* + Jus,)* = |uf?, dvs F 4r
isometrisk.

For u € U giller u = uy, och uy, = 0 s att F(u) = Fy,) = u, = u, dvs
alla u € U &r egenvektorer med egenviirde 1. PA samma sétt fas att alla v € Ut &r
egenvektorer med egenvirde —1. D& dim U 4+ dim Ut = dimE = n foljer att det inte
finns fler egenvektorer eftersom de vi har riacker for att bilda en bas for U.






