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1. Bestiim en bas fér rummet

Um{er. 1+ $3—2~’54=0=}

T — T2 + 213 = ()

Fyllut tillen basfor V= {x eRY: 2y —zy+ 233 = O} och fyll slutligen ut denna
till en bas for R®.

2. (a) Definiera begreppen linjért oberoende, ON-mangd och ON-bas.

(b) Bevisa att en ON-mé#ngd &r linjért oberoende.

3. Lés nedanstiende system av differentialekvationer:

zi = o + dxy z1(t) - 0ddt — oo
@y = 2y + 3x2’ 71(0) = 2 '

4. Lat F:R*—R* vara en linjir avbildning som i standardbasen har matrisen

10 1-1
0 1 1-2
-2 0-2 2
-1-1-2 3

Bestam en bas for N(F)NV(F).
5. Lat k > 0 och betrakta ekvationerna nedan
Q =322 — 2z + 325 =1, Qo = 2% — Bx139 + 15 = k.

Avgor vilken typ av kurva som respektive ekvation beskriver. Bestdm sedan, for varje
k > 0, antalet skirningspunkter mellan kurvorna.

VAND!
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6.

7.

Lat v = (1,-1,5,0,2) € E® och

1+ To — 23 x0,
U=<{xek" o +212 + 4 = {)
T3 + xy = 0

Dela upp v i komponenter sd att v = v,

o + vy dar v
mot U.

iw € U och v, &r ortogonal

Antag att F:E—E &r en linjir avbildning pa det euklidiska rummet & och som
upplyller att F? = F. Antag vidare att N(F) L V{(F). Visa att F' &r symmetrisk och
beskriv egenrummen.




Losningsforslag till TATA24, Linjér algebra, 2009-08-18

1. Ekvationerna kan parametriseras direkt och ger da

1 —s+ 2t -1 2
z2 | 1+ 2xy = s+ 2t e 1 4 2 ’
T3 5 1 0
T4 (4 0 1

dvs f; = (-1,1,1,0) och f, = (2,2,0,1) spanner upp U och &r linjért oberoende
och déarmed en bas for U. Fyll ut med V 2 f3 = eq4 = (0,0,0,1) ¢ U. For att
parametrisera ekvationen som definierar V behdvs tre parametrar, dvs dimV = 3.
Studera beroendeekvationentor fi, fa, f3

ME 4+ oy + Aafy3 =0 <= Aty + Aofy = —Asf3.
il
€

D4 f; ¢ U fas att Az = 0 och déirur att Ay = Ay = 0 eftersom f1, £ &r linjért oberoende.
Foljaktligen ar ), fo, f3 en bas enligt satsen om rétt antal element. Slutligen fyller
vi ut med en vektor som inte ligger i V, tex f; = e; = (1,0,0,0). Ett identiskt
resonemang enligt ovan ger att dessa fyra ér linjirt obercende och en bas enligt
satsen om ritt antal element.

2. (a) fi, £y, ..., f r linjirt oberoende om beroendeekvationen
ME + Aofy + L+ Afe=0

endast har losningen Ay = Ao = ... = A, = 0.
{f1,fs, ..., £} &r en ON-mingd om

it~ {5 omi st Q

£, 6, ..., I, 4r en ON-bas om {fi,f;,...,fx} & en ON-mingd och en bas i det
aktuella rummet.

(b) Antag att f1, fo, ..., fi &r en ON-méngd. Studera beroendeekvationen, A f; +Axfa+
o + Mf = 0. Da giiller att

0= (0|fl) = (/\;f1 + A2f2 + .. +)\kfklf1) _
= Ay (B1]f1) A2 (F2ify ) + o+ A (EilfL) e AL

Fortsitt pa samma sitt med f, ..., fi och vi fir att dvriga koefficienter &r 0, dvs
£, 5, ..., fi &r linjéirt oberoende. VSB.

3. Skriv pa matrisform och berikna egenviirden och egenvektorer.

, faeyy _ (1 4 1\
X‘(%)W(23>(m)*AK




1-A 4
2 3-)

4= A= —-1,5

det (A — AE) = ‘

2 410 2

b (2 4] 0) e (2) e
-4 4|0 1

pei (3 4]0) = ome( 1) ven

Darur foljer att l16sningen kan skrivas

2 f 2 1
X = (e t(_1)+0285t(1).

Villkoret z1{t) — 0 d& t — oo ger att Cy = 0 eftersom e

’:(1—,\)(3——,\)--8=/\2-4/\m5=0 =

— 00 d& t — oo. Detta

ger dd att (0} =201 =2 < C;=1sdatt X =~ (

)

2

. For att bestdimma nollrummet 16ser vi AX = 0. D& virderummet dr héljet av ko-
lonnvektorerna sa blir beroendeekvationen for dessa dven den AX = 0. For att fa
V{(F) representerat som ett l8sningsrum studerar vi ocksa en linjarkombination av
kolonnvektorerna lika med en godtycklig vektor. Vi far systemen

10 1-1]10 1 0 1-1]0 h
01 1-210yp| |01 1-2/0 U2
-2 0-2 2|0 wu 00 0 0|0 2pm+uys
-1-1-2 3|0 000 0]0 nitzetu
Ur detta fas att koordinaterna for ett element i N(F) kan skrivas
—s5 -t -1 1
o —s+2t | ]-1 2
X = 5 =s| 4 +t 0
t 0 1

Om vektorn (¥, ¥, ¥s, y4) € V(F) s4 &r systemet med y:na i hogerledet 18sbart, dvs

9 —0
Yr s } Shtt

201+ =0, 11 + 2 =OochdéirmedVF={ e R
Y1+ Yty (F) y Uity by =0

in koordinaterna for ett element i N(F) i dessa ekvationer.

2—s+t)+s= —s+2t=10 -
{(-—s+t)+(~ws+2t)+t=—23—!—4t=0 = =2
som insatt 1 X ger
—2t 4t —t -1
e 0} _ 0
X= Ty ot | Tt 2 |
t t 1




dvs alla vektorer i N(F) N V(F} kan skrivas pa formen £(—1,0,2,1) sé att vektorn
(—1,0,2,1) &r en bas i N(F)NV(F).

5. Skriv pa matrisform och berikna egenvirdena

3 -1
a=@a)(§7)(0)-xax=1
1 -3 z
Q2=($1$2) (_3 1)(;;):X£A2X:k

det(Al—,\E):\P’_‘f 3t3|=(3—A)2—1=0¢m¢>/\=3j:1:4,2
det(A2—~)\E)=(1__; 1‘_‘1 =(1-A?-90=0 & A=1£3=4, -2

Beriikna egenvektorerna till ¢4 och Q.

o azs (30 )0) = xi(3)
@z (5 ]0) = xe=e(1)
o a=a: (373 0) = w1
o sos (11]2) = o1,

dvs de tva kvadratiska formerna har samma egenvektorer. Sitt

f—ie(l) f~—£~e(1)==>f~—~i—e(1 l)w
SRV e B ARG =TT L
QEY)=dg? + 255 =1, QfY) =44 — 25 = k.

D& ( dr positivt definit s& definierar ekvationen en ellips. Qs #r indefinit och ekva-
tionen definierar darfor en hyperbel for alla k # 0. (For k = 0 fis 4y —2y; =0 <=
2yf — = (\/§y1 - yz) (\/5@;1 -+ yg) 0 <= 1= \/§y1 eller yo = —V2yy, dvs tvd

korsande linjer vilka ocksa utgér hyperbelns asymptoter.)
Fér att bestamma skirningspunkterna 1oses ekvationssystemet

df + 2k =1 4 2= 1 Yo =~
{4y§—2y§=k = {83@ =k+1 2 k+1-




Med det extra villkoret k > 0 fas att for 0 < k& < 1 giller

o =+ k+1
e Ftl . [1-k
8 —

dvs fyra skdrningspunkter.

For k= 11f3s (y1, 1) ([ =2, 1- ) ( ) dvs tva skidrningspunkter.

Fér & > 1 saknar systemet i0sning v11ket innebir att kurvorna inte skér varann.

0<k<l k=1 k>1

1 1
/05 / \ ﬂ
/ \ /
| |
08 4]8[&. B2 42 4 I 06 02 08 06|04 D2 a 0.2 04 06 08 5 0'5 b3
,,/ \ -
-4 =

Figur 1: Kurvorna ritade i egenbasen for olika virden pa k > 0.

6. Los forst systemet (pa matrisform) fér att bestAmma en bas i U

1 1-1 0 0|0 1 1-1 0 010 1 -1 0 070
120 10(0]~F0 1 1 1 00 01 1 1 0(0 )=
01 0 0 1/0 01 00 130 0 0-1-1 1|0
-5+ 2t -1 2
—i 0 -1
—u=eX=e| —s-+1i =gel-1 | +te| 1 | =su +tus
§ 1 0
1 0 1
dvs uy, uy ar en bas for U. Sétt £ —\}—?_)(1,0, 1,—1,0) och ortogonalisera uy
2 1 1 1
-1 0 -1 1 -1
Uy, =tUp—(Uffi)fi=e| 1 j—e} 1l j=e} 0 ,f2—§§ 0
0 -1 1 1
1 0 1 1




1 1 3

1 0 1 -1 -1

Vip = (vif) i+ (v|fe)f==6e| 1 [+—4e| 0 | =e| 2
3 4

-1 1 -1

0 1 1
1 3 -2
-1 -1 0
Vig=V-VpTe| 5 | —& 2 1=el 3
0 -1 1
2 1 1

7. F ir symmetrisk om (F(u)lv) = (ulF(v)) for alla u,v € E. Observera [orst att
F2 = F leder till att u — F(u) € N(F) eftersom F(u— F(u)) = F(u) — F(F(u)) =
F{u) — F*(u) = F(u) ~ F(u) = 0.

=0, N(F)LV(F)
(F)lv) = (F(u)lv = F{v} + F(v)) =@|V — P(v)) +(F(w)|F(v)) =
eV(F)  eN(F)
= (F(u) —u+u|F(v)) = (F(u) - u|F(v)) + (u|F(v)) =

=0, N(F}LV(F)

= (u|F(v)),

dvs F #r symmetrisk. VSB
N(F) #r egenrummet till egenviirdet 0. D& F &r symmetrisk si #r F' diagonaliserbar
enligt spektralsatsen och egenrummen &r ortogonala. Aterstar att visa att V{(F) &r
egenrum till egenvirdet 1. Tag u € V(#). Da finns v € E s4 att F(v) = u och di
F? = F fés

F{u) = F*(v) = F(v) =,

dvs u &r en egenvektor med egenvirde 1. D& u var ett godtyckligt element i V()
foljer det V(F) &r egenrum till egenvirdet 1.






