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Resultatet meddelas vi e-post. For godkint ricker 8 poiing och minst 3 uppgifter med 2
eller 3 poing. Godkénd kontrollskrivning ht2008 ger 3 poéng pa uppgift 1 (som alltsé inte
behover ldsas). Markera detta genom att skriva "G” i rutan for uppgift 1.

Fullstéindiga motiveringar krivs. Losningar laggs ut efter skrivtidens shut pa

http: //www.mai.liu.se/~uljan/kurser/TATA24/

1. Bestim a € R sa att linjerna
z=-1+ s x=—-2- s
y= a— 8 , SER, y= 6+28, s€R
z= 4—3s z= 3+ s

skiir varandra och ange skiirningspunkten. Bestéim sedan ekvationen for det plan som
innehéaller bada linjerna.

9. (a) Definiera begreppen egenvérde och egenvektor till en linjar avbildning.

(b) Formulera en sats om egenvektorer till skilda egenvirden [Or en symmetrisk linjar
avbildning.

(c) Bevisa satsen i (b).
3. Den linjéra avbildningen F: R*>R* definieras av att
F(1,1,0) = (0,0,0), F(0,1,0) =(-1,2, 1), F(0,1,1) = (—4,8,4).
Bestim matrisen i standardbasen samt baser i noll- respektive vérderum till F.

4 Latv=(1,1,-1,0) € E* och U=[(2,1,0,1),(4,3,1,1)] C E?. Dela upp v i kompo-
nenter

v=v, +V didr v
lu = LU I

dE€U vy d U (forstés).
5. Visa att polynomen
m=2+z+a°, pp=1l—-z+z p3 =3+ + 227
4r en bas i Ps. Ange koordinaterna for 1, x och z?2 i basen p;, Po, P3-

6. Betrakta kurvan i planet 53;%+6$1w2+5$§ = 2. Bestdm minsta avstandet fran kurvan
till linjen zy+ g = 3v/2. Ange ocksa koordinaterna, fér motsvarande punkter pa linjen
och kurvan i de ursprungliga z;za-koordinatsystemet.

7 L&t A vara en n X n-matris sidan att AX = 0 endast har den triviala [osningen. Visa
att den avbildning F:E"—E" som har Al A som avbildningsmatris i standardbasen,
endast har positiva egenvirden.
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1. Satt uttrycken for de tva linjerna lika med varann och 16s det uppkomna ekvations-

systemet
-1+ s5=-2- 1 s+ t= —1 §+ t= -1
a— 5= 06+ 2 — g - H=0—a — t=b—a <
4—-—3s= 3+ t -35 — t= -1 2= —4
s+ b= -1
= b= a—25 ,
0=6-—2a

dvs a = 3 krilvs for att systemet skall vara 1osbart. Losningen blirdd s = 1, t =
~2 sé att skdirningspunkten blir (-1 + 1,3 — 1,4 — 3) = (0,2,1). Berékna sedan
kryssprodukten av linjernas riktningsvektorer.

1 -1 5
el-1 jxe| 2 )=e| 2 ]=n
~3 1 1

Utnyttjar vi att, tex {—2,6,3) € planet far vi att det stkta planets ekvation blir
5z 4 2y + 2 = 5:(~2) -+ 26 +3 = 5.

2. {a) Se boken, Definition 7.1.1, sid 179.
(b} Se boken, Sats 7.3.1, sid 188.
(¢) Se boken, Bevis av Sats 7.3.1, sid 188.
3. Beriikna standardbasevektorernas bilder:

Fley) = F(1,0,0) = F(1,1,0) — F(0,1,0) = (0,0,0) — (—1,2,1) = (1,2, ~1)
Fley) = F(0,1,0) = (—1,2,1)
F(es) = F(0,0,1) = F(0,1,1) — F(0,1,0) = (—4,8,4) ~ (-1,2,1) = (-3,6,3) =
1 -1 -3
= A=1-2 2 6
-1 1 3

DA vidrderummet dr héljet av kolonnvektorerna blir beroendeekvationen for dessa
densamma som AX = (§ som vi léser for att berdkna nollrummet. Vi ser direkt
att kolonnvektorerna #r parallella s& att V(F) = [(—1,2,1)] och att AX = 0 efter
eliminering ger tva nollrader och ekvationen —z + x5 + 323 = 0. Parametrisering pa
vanligt sétt ger

T1 s+ 3t 1 3
Ty | = s =s| 1 {+¢t| 0], dvsN(F)={11,0),(3,0,1)].
S t 0 1

Det #r klart att de genererande vektorerna &r bas i respektive rum.




4. Bestam ON-bas i U. Satt f; = (2,1,0, 1)/\/6 och ortogonalisera uy = {4,3,1,1) med
avseende pa f.

12
u2"f1 = (Uzifl) fi = "6—9 (
4
3
1
1

o]
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ettt

v, =vV—-v =8 2 - _1 L
iU v €l ]7= =32%|-2
\ 0/ -1

2\ 2\
-2 1
\1/ -1

Problemet gar utmérkt att 1osa med minsta-kvadratmetoden ocksé.

_Ll.
-is

5. Skriv polynomen pé vektorform, x = (1 x 2%) = standardbasen i Py:

2 1 3
p=2+z+ai=x| 1|, pp=x[-1] p=x]1
1 1 2

Still upp beroendeekvationen for dessa och skriv den pa matrisform. Koefficientma-
trisen blir dd densamma som den framtida transformationsmatrisen T. D4 vi kommer
att behova dess invers kan vi genom att berfikna den samtidight visa att p1, 02, Ps ir
linjéirt oberoende och dérmed en bas enligt satsen om riitt antal element. Vi far

2 1 3100 11 2{0 0 1 1 0 0]3-1-4
1-1 101 0)~1011&1 0 2]~ 0 1 0|1-1-11,
1 1 2|0 0 1 0 0 12 1 3 0 0 12 1 3

dvs T &r inverterbar vilket visar att py,pz,ps ir en bas. Bassambandet ger
3-1-4

2:(P1P2P3)=XT<=>.>£==(1:c:c2)=ET*1=E 1 -1 -1 | =
-2 1 3




6. Skriv pa matrisform och berdkna egenvirden och egenvektorer:

Q(w) = Q(eX) = 522 + 62123 + 543 = (1 ©2) ( o8 ) ( ™ ) 2,

’5—/\ 3 ‘x(5_)\)2_92(5_,\m3)(5m,\+3)=(2—,\)(8—A)xo =

= A=2 8

sz (33[1) =5l - d(l)
s (33[1) =ner(1), -1

Qu)=QUY) =2+ 85 =2 < i +4y5 =1,
wem=en(3) =00 () () =0 (3) -
= V2 =3V2 <= 1 =3.

I en ON-bas av egenvektorer transformeras alltsa problemet till att bestdmma minsta
avstindet mellan ellipsen y? +4y5 = 1 och linjen y; = 3. De stkta punkterna blir da

Il
b

Il
oo
oo

1
P = (0, —2~) (ellipsen) och P, = (0,3) (linjen) i det nya koordinatsystemet sé att

avstandet blir 3 —~ 5= 3 Ortsvektorerna for punkterna ar

-5 1 0 1 1 1 — 0 3 1
P51 (1) =5 mae (i) PPoa(l) - e (1)

1 1 3 3
sdatt L ={(—=,——= | och P, = | —=, —= | 1 det ursprungliga koordinatsyste-
- (a5 () pree ’

met.
7. Observera att (A*A)" = A*(AN’ = A'A, dvs A*A ér symmetrisk. Studera den kvadra-
tiska form som har A*A som matris.
Qu) = Qe X) = X'A'AX = AX'AX = (e AX|e AX) = (F(w)| F(u)) =
= [F(u)|* > 0.

Enligt forutsittningarna giller att AX = 0 endast har den triviala 6sningen, dvs
F(u) =0 <= u=0 Foljaktligen ar Q positivt definit och egenviirdena positiva




enligt Sats 8.1.9, sid 200,
Pastdendet kan ocksd visas direkt. Lat u = e X vara en egenvektor till F' med

egenvirde A. D4 ér
Fluy)=FleX)=eA'AX = deX = u==>
XHAX) = AX'X = AeX]|eX) =Alu)

= (ulf(u)) = {XtA*AX — AX'AX = (e AX|eAX) = |e AX[* —
2
A= AT
|ui

ty u = e X # 0 och da dr ¢ AX # 0 enligt férutséttningarna.






