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(3p) 1. Bestim en bas och dimensionen f6r holjet nedan
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Om dim M < 4, fyll ut basen i M till en bas for R*.

(1p) 2. (a) Definiera begreppen linjir avbildning och avbildningsmatris till en linjér avbild-
ning

(2p) (b} Formulera och bevisa en sats om hur avbildningsmatrisen till en linjér avbildning
F: V=YV fériindras vid basbyte.

(3p) 3. L&t e, ey, €3 vara en bas for R®. Avbildningen F: R3—R? definteras genom

F(e; + e3) = 3e; +4e; + ez,
F(€2 + 63) = Jde; + ey,
F(e; + e3) = 2e; + 5ey + 3ea.

Bestim F:s matris i den givna basen samt baser fér F:s nollrum och vérderum.

(3p) 4. Den linjéra avbildningen F: R3—R> har matrisen

1 2 a
A=1-1 3 1
0 2 b

i standardbasen. Bestdm talen @ och b sd att (1,1,1) blir en egenvektor. Bestdm
egenvirdet till (1,1, 1) och ange 6vriga egenvirden och egenvektorer. Ar F' diagona-
liserbar?
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5. Los nedanstiende system av differensekvationer:

G = Qn_1 + 40y ap =2
bn = 2an_1 + 3bn_1 ! bo = ]

Bestdm ocksa lim 57 "a,.
n—ood

6. Bestdm det polynom p(x) = ao + 12 + ax2” sddant att y = p(z), i minstakvadrat-
mening, bist ansluter till nedanstaende data:

z
vy | 61 8 |
7. Lat V vara ett linjirt rum av édndlig dimension och F:V—V en linjar avbildning
sddan att F2 = F, F' # 0-avbildningen och F' #identitetsavbildningen.

(a) Visa att varje nollskild vektor i V(F) &r en egenvektor.
(b) Visa att N(F)NV{(F) = {0}.

(¢) Visa att F' #r diagonaliserbar och ange dess egenvérden.
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1. L&t uy,uy, s, ug, us vara vektorerna som genererar M. Bilda linjarkombination av
dessa och sétt dels = 0, dels = godtycklig vektor, dvs

/\1111 + Agly -+ /\3113 + )\4114 + )\5115 =0, x
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Omstart med us och uy 1 hogerledet ger med samma radoperationer

1 1 1|t 1 0 1
0 1t 11/2-1 90 Te— T
0 0 2|0 0 O X3—To+T

0 0 0|0 0 0 2z4—5x3+92,—11m,

dvs us och ug kan utses till 16jliga element, uy, ug, ug &r linjérs oberoende och

M = [uy,ug,us] enligt satsen om I6jliga element (Sats 4.3.15, 97 i boken), dvs
Wy, Uy, Uz &r en bas for M. Foljaktligen &r dim M = 3.

Ekvationen “linjirkombination = godtycklig vektor” ger att

M = {X € Rdl —~1124+92y-8x3 + 224 = 0}

s& som utfyllnad kan vi ta vilken som helst vektor som ej uppfyller ekvationen, tex
e, = (1,0,0,0). Aterstar att visa att uy, ug, Us, €; &r linjért oberoende,

Ay + Agug + Asus + e =0 &= Mur+ Aallg + Asliy = —Ag€y

vilket ger att A; = Ay = As = Ag = 0 &r enda mdjligheten eftersom [e;] M = {0} och
Wy, U, ug dr linjért oberoende. Dérmed foljer det att uy, ug, us, e r linjért oberoende
och en bas enligt Sats 4.4.18, sid 105.

2. (a) Se boken, Definition 6.2.1, sid 147 och Sats 6.3.1, sid 152
(b) Se boken, Sats 6.4.1, sid 155
3. Utnyttja att F* &r linjér och 18s ut F'(e1), F(ez), #'(es) ur det givna sambandet:

F(81 +82) =F(e1) + F(eg) = 3ey + de; - €3, _
F(ez + 33) = F(eg) + F(eg) = 3de; + 3eq, tgx:g
F(el + 93) = F(El) + F(e3) = 2e; + Seq + Jes




F(el) + F(ez) = 36‘1 + 492 -+ eg, (ratra)/2
— F(GQ) + F(eg) = 3e; + ey, 3¢:——'2>
— F(eg) -+ F(e3) = —@) + €y + 283
F(el) o F(eg) = 381 + 482 + eg,
L= F(ey) + F(ea) = 3e; + 3ey, P=E
F(eg) = e+ 282 +e3
F(Bl) + F(eg) = 381 + 482 + ey,
= F(ez) = 2e; + ey — €3, ,%:‘“ﬁ?
Fle3) = e; + 2ex + €3
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Beroendeekvationen fir Fley), F(es), F(es) ger samma ekvationssystem som vid

berdkningen av N(F')
3
= Xg=t 1 , 1€ R,
-5

B

Féljaktligen ir N(F) = [(3,1,—5)] och F(e3) = -;— (3F(e1) + F(e2)) sa att F(es) dr
ett 16jligt element och dirmed V(F) = [F(e1), F(e2)] = [(1,3,2),(2,1, -1)}.

SN I LI S
— = b
jane I ave T
jonn T o 3 BN AN
e R
o con i e

. Berdkna F(1,1,1):

dvs (1,1, 1) dr egenvektor med egenvirde 3.
Med a =0,b=1 fas

I-A 2 0 1-A 2 0 ’
det(A—XE)=|-1 3-x 1 |®='| -1 3-x 1 k1ths
0 2 1-A (1-X) 0 1-A




-2 2 0

—(1-N] 0 3-x 1|=(1-X%3~-N.
o 0 1
0 2 0|0 1
A=1:]-1 2 1{0|=X,=¢t]| 0}, teR,
02 0/0 1

dvs endast en-dimensionellt egenrum, [(1,0,1)] till dubbelegenvirdet 1. Foljaktligen
dr F' inte diagonaliserbar.

5. X, = “n ) kan systemet skrivas X, = AX,_1, Xo = (? dir A = ( 1 4 )

by, 2 3
Lésningen blir d& X, = A" X,. Berfikning av egenviirden och egenvektorer ger egen-

virdena 5 och —1 med egenvektorerna ( 1 ) respektive (j ) Dérvid far vi trans-

. . {12 o 1f1 2 .
formationsmatrisen 77 == ( 11 ) med T = 3 ( 1.1 ) s& att

_f @\ _ gy 5" 0 | 45" + 2-(—1)"
Xn = (bn ) =A X() —T( 0 (—l)n )T Xg =..= g( 45T — (_1)11 =
1 1 —1\" 4
—n, — _— _f4.5" (=11 = — —_— — — A —
5 an_315"(45 + 2.(—=1)") 3(4+2(5)) 3 di n— o

6. Virdetabellen ger féljande dverbestéamda och oléshara ekvationssystem:

1-2 4 . 6
1-1 1 0 8

AX = 10 0O [45] = 9 = B.
11 1 @2 -4

Multiplikation med A* frin vénster ger normalekvationerna

11 11 if ‘i 4-9 6 0
AtAx=1{-2-1 0 1 100 X=|-2 6 -8 | X=A'B={ 0 |,

s 101/{; 4 6 -8 18 \-20

42 6l 0\ .2 /2 -1 310 [2-1 3]0

26 8loVei o 5501720 5-5|0

6 -8 18 [-20 0 10 -6 20 0 0 4120

vilket ger a; = a; = —5 och ag = 5 s& att plz) =5 (1 - — xz).




7. (a) D& F' # 0-avbildningen har V(F) positiv dimension. Tag ett element v € V{F),
v # 0. D4 finns u € V s att Fu) =v.

F(v) = F{F(u)) = F*(u) = [FZ = F] =F(u) =v,

dvs varje nollskild vektor i V(F') ér en egenvektor med egenvérde 1.

(b} N(F) = egenrummet till 0 och enligt ovan dr V(F) = egenrummet till 1. Eftersom
en vektor inte kan ha tv4 olika egenviirden sa foljer det att N(F) NV (F) = {0}.

(c) Antag att dimV (F)=k, 1 <k <n-1dirn =dimV. Férutsdttningarna ger att
k # 0 och k +# n ty vore k = n sd skulle F' vara identitetsavbildningen och vore
k = 0 s4 skulle F vara nollavbildningen. Dimensionssatsen ger nu att dim N(F) ==
n — k och varje nollskild vektor i N(F) &r en egenvektor med egenviirde 0 till £,
D& N(F)NV(F) = {0} fs, om vi slir ihop baser for N(F) respektive V(F), en
linjért oberoende mingd (anviind samma resonemang som i 16sningen av uppgift
1) i V med n st vektorer, dvs “ritt antal”. Féljaktligen finns det en bas av
egenvektorer, dvs F' dr diagonaliserbar och egenviirdena &r 0 och 1.






