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Tentamen i TATA24 Linjir algebra 2008-08-15, 14-19.

Inga hjilpmedel. Ej riknedosa.

Resultatet meddelas vi e-post. For godkint ricker 8 poiing och minst 3 uppgifter med 2
eller 3 poiing. Godkénd kontrollskrivning ht2007 ger 3 poiéing pd uppgift 1 (som alltsa inte
behdver l6sas). Markera detta genom att skriva ”G” i rutan fér uppgift 1.

Fullstindiga motiveringar krivs. Losningar liggs ut under mandagen 18/8 pa
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Lés matrisekvationen A™'XB+247'X =C dir
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1 2 3 11
A=12 2 5 |, B:(2 O) och C=}1 0
1 3 4 01

Lit e vara en ON-bas i ett fyrdimensionellt euklidiskt rum E. Sétt

och X = (’El>
Ty

Bestdm X sd att e{AX — B) fir minimal lingd samt ange denna lingd.
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Den linjéira avbildningen F:E3-»E?® ges i standardbasen e av matrisen
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Bestim en ON-bas f av egenvektorer till F, ange matrisen till F i basen f och tolka
F geometriskt.
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Los differentialekvationssystemet

:1:"1 = T — T3
Ty = o+ 2+ 23, 71(0)=2:(0) =1, w5(0) = —1.
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(3p) 5. Den linjara avbildningen F:R*—R? ges i standardbaserna i dessa rum av matrisen

-1 3 3 -1 2
-2 10 9 -1 6
1 -7 -5 -1 -2
-1 11 11-1 10

A=

Bestdm baser i noll- och virderum till 7 och avgdr om (3,8, 3,11} tillhor varde-
rummet,

(3p) 6. Lat a,b,c,d vara fyra olika reella tal. Visa att polynomen
(z—a)(z—b)(z~c), (z—a)(z=b)(z~d), (z—a)(z—c)(z—d), (z-b){z—c)z—d)

ar en bas i Py = rummet av polynom av grad 3 och ldgre.




Losningsforslag till TATA24, Linjir algebra, 2008-08-15

1. Multiplikation med A fran viinster ger

AATIXB+ AQA X = XB+2X = X(B+2E) = AC <=
&= X = AC(B+2E}™!

(11 2 0 _ (3 1 o 1/2-1
B+2E_(2 0)+(0 2)w(2 2) < (B} 2F) _Z(—Q 3)m>
11 T 2 3 0 2 -2 9
= X=A{1 0 %(j'é):% 2 2 5)(2-1 m% —6 17
0 1 1 3 4 -2 3 -2 11

2. Minimal lingd fis om X viljs si att g AX blir ortogonalprojektionen av ¢ B pa A:s
kolonnrum. Féljaktligen kan X bestimmas genom att losa normalekvationerna:

b, (1 10 1\|1 (3 3
AA“(1210 “\3 6/,
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AB“(zzlo) 2 *(4
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ALAX = A'B = X:(AtA)“lAtB:é-(_g "g) (i):%(‘g):
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1 1 1 1
I11 2 -2 11 4 111
1 0 2 2

3 3 -
1 15
— (X - B)| - L/PT P AR = Y
3. Bestim egenvirden och egenvektorer pa vanligt sétt:
5-A 2 4 b-A 2 4 1 )
det(A—AE)=| 2 8 -2 [P} 2 g.x -2 M=
4 -2  5-A 9-A2 0 9-X
I-A 2 4
=(9-A)| 4 8-A-2|= [utv efter rad 3} =
0 0 1
2

SRR RN BCERICECEREDE
=(9-XN) (N -9\) =0 < A=9 (dubbel), 0
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och vi viljer f; = =(—2,1,2). D& F &r symmetrisk sa #r egenrummen ortogonala och
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deras dimension &r hka med egenviirdets multiplicitet. Dédrmed #r egenrummet till 9
planet genom orige med f; som normal, dvs Epg = {e X€E: — 2z + 22 + 223 = 0}.

Vilj en vektor i detta plan, tex (1,-2,2), normera och sétt f; = §(1’ —-2,2). Satt

1
stutligen fy = f; X f5 = 5(2, 2,1). I denna ON-bas av egenvektorer far F' matrisen

9 0 0\/0 00
Ag = ={o 9 0]{o0 1 0],
009/\0 01

dvs F & en sammansittning av en ortogonalprojektion pa planet 2z +xy+225 == 0
och en strickning med en faktor 9.
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. Skriv systemet p& matrisform och bestdm egenvirden och egenvektorer pd vanligt

Sitt.
) 1 0-1 T
X=|a | =121 Ty | = AX,
:1’1;3 -1 0 1 s
i-A 0 -1 Loy -1
det (A — AE) 1 2-A 1 |=|utv. efter kolonn 2{={2 — A} =
-1 1-A
-1 0 1-X
=2-2)(1-2)-1)=-M2- )\)2—0 = A=2 dubbel) 0
’“1 0—1 O ro+ry 1 0 1 0
A:2:1010”’”"10000 == Xo=s{ 1 |+t
-1 0-1|0 0 0 0|0 0
1 0-1|0\ -y /1 0-110 1
A=0:11 2 1(o] ™[0 2 2]0 | == Xo=t|-1
-1 0 1|0 0 0 0l0 1
Vilj f; = (0,1,0), f, = (~1,0,1), 5 = (1,~1,1). D4 f5ljer att

O
X(t) = C’lezt + 026% 0 +CSV —1 =
0 1 1 1




5. V(/")=[hdljet av A:s kolonner] s& beroendeckvationen for kolonnerna blir AX=0,
dvs den ekvation vi loser for att bestimma N(F). (3,8, =3, 11) tillhor virderummet
om den ir en linjirkombination av kolonnvektorerna. Darfor sétter vi upp ekvations-
systemet med bade 0 och (3,8, —3,11) i hogerledet.

1 3 3-1 2|0 3\ ey (-1 3 3-1 2]0 3
2 10 9-1 6]0 8} M o 43 1 2[0 2|35
1 -7 -5-1 -2|0 -3 ~ 0-4-2-2 0l0 0} "
1 11 11 -1 10]|0 11 0 8 8 0 8|0 8
1 3 3-1 2|0 3 1 320 0[]0 1
0 4 3 1 2|0 2 |m2s|0 4 3 1 20 2
~to o0 1-12i02| 7 oo 1-1 2|0 2}
D0 2-2 4[0 4 0000 0|0 O
Ur ovanstaende foljer att
z ~35+3t+2s—dt=—s5—1 1 1
Ty 1(6t-3s—s—2t)=—s+t -1 1
N(F)y e | z3 | =¢5 4 s — 9t =se, | 1 |+teg |-2 |,
Ty 3 1 0
Ty # g 1

att kolonnvektorerna 4 och 5 kan utses till 1jliga element sa att
(-1,-2,1,-1), (3,10,~7,11), (3,9,-5,11)

4r en bas i V() och att (3,8, —3,11) € V(F) eftersom ekvationssystemet med denna
vektor 1 hogerledet, &r losbart.




6. Eftersom dimP; = 4 sa riacker det enligt satsen om ritt antal element, Sats 4.4.18,
sid 105 1 boken, att visa att de fyra givna polynomen &r linjdrt oberoende. Still upp
beroendeekvationen:

M(z—a)(z—b)(z—c) + Aa{z—a)(z—b)(z—d)+
+ M(z—a)(z—c){z—d) + M(z-b){z—)(z—d) =0 (1)

dér 0 betyder nollvektorn i Py, d v s noll-polynomet. Detta innebér att (1) skall vara
uppfylld oberoende av z. Speciellt skall (1) vara uppfylld for z = a,b,c resp d.
Insittning av x = a i (1) ger

A{a—a)a—b){a—c) + A(a—a){a—b){a—d)+
+ Az{a~a){a—c}{a—d) + Ala—b)(a—c}o—d) =
= M(a—b){a—c){a—d) =0 <= =0
eftersom a, b, ¢, d &r olika reclla tal. Pa samma sétt ger inséttning av x = b att Az = 0,

av T = c att Ay = 0 och av = d att A; = 0, dvs de fyra givna polynomen ar lnjart
oberoende element i P5, riitt antal och dérmed en bas i Ps.






