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Tentamen i TATA24 Linjir algebra 2008-03-25, 8-13.

Inga hjilpmedel. Ej réknedosa.

Resultatet meddelas vi e-post. For godkiint récker 8 poéing och minst 3 uppgifter med 2
eller 3 potng. Godkiind kontrollskrivning ht2008 ger 3 poéng pa uppgilt 1 (som alltsd inte
behover 16sas). Markera detta genom att skriva "G” i rutan for uppgift 1.

Fullstdndiga motiveringar krivs. Losningar finns efter skrivtidens slut att himta pé

http: //www.mai.liu.se/~thkar/kurser/TATA24/
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Los matrisekvationen AXB™' = A + B,

(b) L&t N vara ett positivt heltal, E enhetsmatrisen och A en nxn-matris sadan
att A — E #r inverterbar. Visa att

(A—EY (AN —E) = AN 4 AN 4 AN 4 L+ AT+ AR E.
2. (a) Bestiim egenviirden, en bas av egenvektorer samt avbildningsmatris i standard-

basen for E? till den linjéira avbildning F: F2—E2? som avbildar u € E? pa dess
spegelbild i linjen 3z — 2y = 0.

(b) Rita i en figur, noggrant och skalenligt in linjen 3z —2y = 0, e1, ez, Fe1), Feg)
samt egenbasen du réiknat fram i (a) (viilj skala fornuftigt!).

3. Den linjira avbildningen F": R3-—R? ges i standardbasen av matrisen
0 a 4
A=11 1 3
1 a 5

diir @ € R, bestidm a s3 att nollrummet till F far dimension > 0. Fér detta viirde pa
a, bestim b € R si att (2,2,b) € V(F).

4. Betrakta
U=[(1,2,121),(1,1,1,1,1)(0,1,0,1,0),(2,1,2, 1,2)] C B5.

Lat ug = (3,-1,1,5,2). Bestdm w € U och u 1 U saddana att ug = . + u
Bestidm ocksa miﬁl}l liag — u| samt ange for vilket u detta minimum antas.
ue
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(3p) 5. Los differensekvationssystemet

a;, = 8an_1 - 1Obn—1
>
{bn = 5C":n--l - 7bn-—l S L

med godtyckliga startvirden ag, by € R, €] bada lika med noll. Bestim dérefter det

: . .1 /fa . -
minsta tal ¢ > 0 sd att lim — b" existerar samt ange gransvéardet.
n—oo ¢ n

(3p) 6. Miingden av gemensamma punkter till ytorna

822 + 322 + 322 + 102023 = 2
it =4

bestar av tva cirklar. Bestdm cirklarnas radier och medelpunkter samt ekvationerna
for de plan i vilka de ligger. Svara i de ursprungliga koordinaterna.




Losningsforslag till TATA24, Linjir algebra, 2008—-03—-25

1. (a) AXB"' = A+ B' <= XB'=A"A+A"'B" < X =B+ A"B'B.
=E
Berikna av A~ pa vanligt sitt. Vi far

0 1-1 1-1 -1 1 -5 2 -3
A'BIB=|-1-2 5 -1 0 1 0 1}=..=}110-1 13
1 1-3 11 -1 1 1 -3 -1 -7
2 -1 1 -5 2 -3 -3 1 -2

10 1 }+(10-1 13 |=1[11-1 14 ].
1 1 1 -3 -1 -7 -4 0 -6

{(b) Multiplikation frén véinster med A + & ger
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X=B+A'B'B= (

VL=(A-E)(A-E)" (A" -E)=A""-E
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HL= (A E)(AY + AN + .+ A+ E) =
= ANFL AN AN AP A
AN AN A A E =AY E=VL

vilket skulle bevisas.

2. (a) Linjens normal, (3, —2) och linjens rikiningsvektor, (2,3) dr egenvektorer med
egenviirde —1 respektive 1. Med egenvektorerna som bas, f, giller
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3. dim N(F} >0 < AX = 0 har nollskilda ldsningar <= det A =0.

0 a 4 0 a 4 a 4
detA=1{1 1 3|7®=";1 1 3|=- .1 2‘:—2a+(4a—4)=
1 ab 0 a-1 2
=20—4=0 = a=2,

2
(2,2,0) e V(F) &= AX = (2) losbart. <=

b
2 11
2 ~ 101
b-2 0 0

0 2 4|2 0 2 4
= {11 3|2 |71 1 3
1 2 516 0 1 2
b
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4. Bestdm en ON-basiU. Vilj f), = —(0,1,0,1, 0) och ortogonalisera, tex {1,1,1,1,1).

dvs (2,2,b) € V(F) for

V2
Vi far
1 1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1 0 i 0
el 1l |=el 1l ~5|e 1l]lel 0 et 0 |=e| 1|, b=—rxe| 1
1 1 1 1 1 0 V371 g
1/ 1 1 0 0 1 1

Vi ser nu att (1,2,1,2,1) = v3f + 226, och att (2,1,2,1,2) = 2¢/3f; — v2f;, dvs
dessa dr 18jliga element. Foljaktligen dr dimU = 2 och f;, £ en ON-bas i U.
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miHIJ1|u0 —ul| = lug - uHU‘ = ‘uﬂj‘ = /20 = 2v/5
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. Skriv ekvationen pa matrisform

. Gy _ Ra,_; — 10b;,..1 . 8 -10 Gn_1 _ 3
Xn - ( bn ) B ( 5a.n_1 - Tbn——i ) - ( ) _7) ( bn—-i ) = AXn—l =
N i’

A
= A(AXR_Q) = AzXn_g =L = AnX(].

Beriikna egenviirden och egenvektorer till A = A,.

8-A -10
5 ~7-A

(A+2)(A~3) =0 «=> A=3,-2
2 [2)- (3 2[2) = o (1) o
3 7810)~ (3 7318) = =) s
r=er=g(] i)z"”‘lﬁz(g~g)’AE=(3§ oy )
=3”T(é g)T“‘(‘;'z)+(—2)"T(g ?)T-l(zg):..:
(DGR
— 3%(aq - bﬂ)( f) T (~2)"(—ao + 2bg)( | )
%Xﬁ(%)n(ao—bo)(?)+(Z(:-2-)n(—ao+2bg)(;)=[c=3]m
:(ao—bo)G)+@n(—ao+zbo)(i)a(ao—bo)(f)

—0

det(A—,\E)z:~ ’=(8—/\)(—7—/\)+50=/\2—)\—6=
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di n — oco. For varje virde pa ¢ €]0,3[ giller att (3/c)” — oo, dvs det aktuella
grinsvirdet existerar ¢j. Foljaktligen &r 3 det minsta virde pd ¢ > 0 for vilket
grinsvirdet existerar.

6. Skriv 8z2 4 3z + 322 + 107,23 pa matrisform och bestim matrisens egenvérden och




egenvektorer

8 0 0 Ty
823 + 325 + 325+ 10xazy = (xy 2 23) | O 3 5 zp | = X'AX
05 3 T3
8&-A 0 0
det(A—AE)=| 0 3-A 5 |[=8B-XN((3-1?-25)=0 =
0 5 3

<~ A=28, 315,
dvs egenviirdena dr 8 (dubbelt) och —2. Byte till ON-bas av egenvektorer ger

82 4 8y2 — 2wt =2 { — 10y2 = —30 { ya =3
< ==
{y$+ v+ y3=4 v+t yr= 4 yi+y=1"

d vs de gemensamma punkterna besér av tva cirklar med radie 1 i planen y3 = +/3.
Dérmed #r cirklarnas resp medelpunkt (y1,¥2,¥3) = (0,0, 4++/3) och dessa plans
normal dr egenvektorn till —2.

10 0 00 1 0 0o 0 . 0
05 5|l0]~101 1]0]=x,=¢t]1)=f=—ell
05 5|0 00 0|0 1 27\

Foljaktligen &r medelpunkternas ortsvektor
0
V3 \ﬁ
V3 =4+—e | 1 | =d4/-(0,1,-1
V3 ok 4 2( )

och f3 éir dven planens normalvektor, d vs de har ekvation zy — z3 = Dy, Inséittning
av medelpunkterna ger

3 3 3
3:2—3:3—\/%—}—\/;—-2\/;—\/5—D+

3 3 3
w-m= i \fi =25 = vE= 0.

d vs planens ekvationer blir z, — x5 = +/6.




