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Uppgift 1.

En kommun vill planera for hur godsel fran djur kan anvénds vid odling pa ett
effektivt siatt. Efter dialog med kommunens bonder har man identifierat att vissa
omraden har ett 6verskott (produktionen fran djuren 6verstiger behovet vid odling
vilket orsakar dvergddning) samtidigt som andra omraden har ett undeskott (pro-
duktionen fran djuren understiger behovet vid odling och istéllet kops konstgodsel).
Genom att koordinera anvindadet av godsel hoppas man pa att i kommunen som
helhet kunna minska bade ¢vergodningen och kostnaden for inkép av konstgodsel.

I uppgiften kommer vi att studera ett exempel med 3 gardar I = {1,2,3} och 4
akrar J = {1,2,3,4}. 11 ton godsel finns r ton niring. Tillgangen pa gddsel pa gard
i 8r s; ton, ¢ € I, och behovet av ndring for aker j ar d; ton, j € J. Antag att det
totala behovet av naring tillgodoses exakt av den totala tillgangen pa godsel genom
att s; + 852+ 83 = (dl +d2 +d3 +d4)/7".

Godsel kan dels flyttas fran en gard till en aker, dels flyttas mellan tva gardar.
Parametern P;; anger avstandet i km fran gard ¢ till aker j, ¢ € I, j € J. Parametern
Qi anger avstandet i km mellan gard ¢ och gard k, ¢ € I, k € I. Transportkostnaden
ar ¢! kr per ton och km.

Antag att gard 1 kan transportera till aker 1 och 2, att gard 2 kan transportera
till aker 2 och 3 och att gard 3 kan transportera till aker 3 och 4. For transport av
godsel mellan gardar, antag att transport kan ske fran gard 1 till gard 2, fran gard
2 till gard 1, fran gard 2 till gard 3 och fran gard 3 till gard 2.

a. Rita ett nétverk for ett minkostnadsflodesproblem som beskriver problemet
att omfordela godsel sa att kostnaden minimeras.

Tips: Téank att flodet samt styrkan hos kallor och sdnkor har enheten ”ton
godsel”. (1p)
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b. Problemet i deluppgift a ska utokas med féljande mojlighet. Godsel i sin na-
turliga form véger mycket och ar opraktisk att hantera, vilket gér den dyr att
flytta mellan gardar och akrar. Forflyttningen kan forenklas genom att godslet
avvattnas och omvandlas till mull eller granulat, som bada &r enklare att han-
tera. Antag att man med avvattning kan omvandla 1 ton naturlig godsel till
antingen 0.2 ton mull eller 0.05 ton granulat och att ingen néring férsvinner i
denna process.

Antag att gard 1 har utrustning for att omvandla godsel till mull till kost-
naden c™ kr per ton gddsel och att gard 2 har utrustning fér att omvandla
godsel till granualt till kostnaden c© kr per ton godsel. Granulat och mull kan
transporteras till samma akrar som anges i deluppgift a, men inte till gardar.

Rita ett nétverk for ett minkostnadsflodesproblem som beskriver problemet
att omfordela godsel sa att kostnaden minimeras. (1p)

c. Fran losningen i deluppgift b kommer kommunen att hitta en 16sning som pa
ett kostnadseffektivt satt fordelar godsel inom kommunen. I praktiken ser man
dock ett potentiellt problem i att konstgodsel ar sa pass billigt att det for en
enskild lantbrukare riskerar att lona sig att kopa konstgodsel istéllet for att
inga i detta utbyte och att gard 1 och 2 har mgjlighet att tjédna pengar pa att
sdlja mull och granulat.

For att analysera detta ytterligare ska modellen ovan utvidgas med méjligheten
att gard 1 kan sélja mull for p™ kr per ton, att gard 2 kan silja granulat for p©
kr per ton och att dkeromraden kan kopa konstgddsel for ¢ kr per ton (alla
dessa priser ar inklusive transport). Antag att 1 ton konstgodsel innehaller
lika mycket néring som 10 ton gddsel och att det maximalt gar att kdpa 5 ton
konstgodsel.

Utoka ditt minkostnadsflodesnétverk fran deluppgift b till att ocksa innehalla
de nya mojligheterna. (Bagkostnader som &r desamma som i deluppgift b
behover ej skrivas ut.) (1p)
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Uppgift 2.

Studera foljande ndtverk dar avstandet mellan tva noder anges som en kostnad pa
bagen.

a. Bestam ett billigaste uppspénnande trad genom att anvinda Kruskals metod.

(1p)
b. Bestam ett billigaste uppspédnnande triad genom att anvinda Prims metod dér
du utgar fran nod A. (1p)

c. Det optimalitetsvillkor for ett billigaste uppspannande trad som ligger till
grund for Prims metod lyder: "Ett trad T ar ett billigaste uppspannande trid
om det for varje bage (i,j) € T giller att ¢;; > ¢y for alla bagar (k,l) som
ingar i den unika viigen (av bagar som ingar i 7') mellan i och j.” Mangden T
innehaller bagar som inte ingar i tradet. (Se laroboken avsnitt 8.3.)

Anviand detta optimalitetvillkor for att avgora om det uppspénnande triadet

T = {(A, D), (D, E),(E,G), (G, F),(G,C),(C, B)} ir optimalt eller ej. (1p)
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Uppgift 3.

Som larare vid ett universitet har man manga olika och roliga arbetsuppgifter, bland
annat foreldsningar och forskning samt handledning av doktorander och examens-
arbeten. Ibland kan det vara svart att hinna med allt och en optimeringslirare
bestammer sig darfor for att anvinda optimering som hjalp.

Lararen sammanstéller forst en Att-gora-lista som dels ger en podng som speglar
hur viktigt det &ar att uppgiften blir gjord, dels ger en skattad tidsatgang:

Aktivitet nr  Aktivitet Podang Tidsatgang
1 Konstruktion av en tentauppgift c1 5 timmar
2 Skriva ett avsnitt i en artikel Cy 15 timmar
3 Skriva ett avsnitt pa en forskningsansokan c3 20 timmar
4 Utforande av en administrativ uppgift Cy 1 timme

Lararen har 2 avsnitt kvar att skriva pa en artikel och 3 avsnitt kvar pa sin forsk-
ningsansokan. Lararen har 6 tentauppgifter att géra och 7 administrativa uppgifter.
Lararen vill maximalt arbeta 40 timmar under en vecka. For att inte bli splittrad
i sitt arbete dr det viktigt att planera i ett helt antal aktiviteter (exempelvis:
lararen vill inte ldgga 2 timmar en vecka for att paborja en tentauppgift utan de
tentauppgifter som gors under en vecka ska bli helt klara).

a. Formulera en linjar heltalsmodell som beskriver problemet att maximera den
totala podngen under en vecka givet att ldraren inte ska arbeta mer &n 40
timmar. (1p)

b. Utvidga din modell i deluppgift a till att inkludera foljande mdjlighet:
Om ldraren gor 4 eller fler av de administrativa uppgifterna samma vecka sa
har hon en tidsbesparing pa 1 timme tack vare de synergieffekter som uppstar.

Den resulterande modellen ska fortfarande vara en linjér heltalsmodell. (1p)

c. Utvidga din modell i deluppgift b till att planera arbetet under tva veckor.
Observera att antalet av varje aktivitet som ska genomforas inte &r givna per
vecka ovan utan att det dr det totala antalet aktiviteter som ska genomforas.
Nu har vi enbart forlangt planeringshorisonten eftersom det d&nda inte gar att
genomfora dessa inom 1, eller ens 2, veckor.

Den resulterande modellen ska fortfarande vara en linjar heltalsmodell. (1p)
d. Utvidga din modell i deluppgift ¢ med att efter de tva veckorna sa har lararen

bestdmt att hon antingen ska vara helt klar med artikeln (de tva avsnitten)
eller med forskningsansokan (de tre avsnitten).

Den resulterande modellen ska fortfarande vara en linjar heltalsmodell. (1p)
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Uppgift 4.

a. Deluppgift a ar oberoende av 6vriga deluppgifter.

Antag att du har ett kappsécksproblem med variablerna 1, s, x3, 4 € {0, 1}
och villkoret
3371 -+ 45[}2 + 2.%'3 + 2.1'4 S 6.

Ange fem mojliga 6vertdckningar och avgér om de dr minimala eller ej. (1p)

b. T deluppgift b-d, studera det linjara heltalsproblemet

(HP) Z* = max z; + 229
s.t. 21‘1 + 21’2 S 7
— 21‘1 -+ 21’2 S 1

x1, X2 > 0, heltal.

Rita en (stor!) figur som illusterar:

— det tillatna omradet till problemets LP-relaxation
— vilka heltalslosningar som &r tillatna i problemet

— det konvexa holjet till de tillatna heltalspunkterna (1p)

c. Antag att du vill lagga till bivillkoret x; + %xz < 2 till modellen (HP) som
givits ovan och att du vill 16sa problemet med Gomorys metod. Vad behdver
du gora innan du kan borja 16sa problemet? Ge en kortfattad motviering av
ditt svar, kvalitén pa motvieringen &r avgorande for podngsittningen! (1p)

d. Studera LP-relaxationen till modellen (HP) som givits ovan och liagg till kravet
att 1 < 1 eller z; > 2. Formulera den resulterande modellen och avgoér med
ett matematiskt (ej grafiskt) resonemang om dess tillatna omrade dr konvext
eller ej.

(1p)
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Uppgift 5.

Studera foljande nétverk dér kostnaden for bagarna finns givna.

/@
%@\@>‘

Denna uppgift handlar om problemet att finna den billigaste vigen fran nod 1 till
8 i ndtverket under sidovillkoret som ges nedan.

N

Lat méngden B innehalla alla bagar som ges i ndtverket och introducera variabeln

I 1, om bage(i, 7) ingar i den billigaste végen, (i,7j) € B
Y1 0, annars.

Lat méngden X innehalla de losningar som utgor vigar fran nod 1 till nod 8 i
nétverket. I uppgiften &ar det tillatet (och rekommenderat) att, istéllet for att skri-
va ut de bivillkor som x behéver uppfylla for att vara en billigaste vig, anvéinda
beteckningen z € X for att uttrycka detta.

Sidovillkoret den billigaste vigen maste uppfylla ar 2x9g + 3x37 > 1.

a. Lagrangerelaxera sidovillkoret med multiplikatorn v > 0, teckna Lagrange-
funktionen och rita det resulterande nétverket. Los Lagrangesubproblemet for
multiplikatorviardet v = 1. Subproblemlésningen erhalles genom att 16sa Bell-
mans ekvationer i nummerordning.

Vilken ar den starkaste optimistiska respektive pessimistiska skattning av det
optimala malfunktionsvérdet som erhalls fran denna subproblemlosning? (2p)

b. Teckna den Lagrangeduala funktionen explicit, rita den Lagrangeduala funk-
tionen och 16s det Lagrangeduala problemet grafiskt. (2p)
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Uppgift 6.

a. Studera foljande kappsécksproblem.

max z = 4x; + 3x3 + x3 + 224
da 4$1+3$2+2I3+[E4 S 5

T1, T2, T3, T4 € {071}

Los det givna kappsécksproblemet med dynamisk programmering, bakatrekursion.
Innan du borjar 16sa problemet, redovisa steg, styrvariabler, tillstand, 6verforings-
funktion, optimalvérdesfunktion, rekursionssamband, randvillkor och variabel-
begransningar. Ange optimallésningen och dess malfunktionsvérde i svaret.

(2p)

b. Antag att du ska l6sa ett kappsécksproblem med binéra variabler dar malfunktionen
ska maximeras och vi har ett <-villkor. I den formulering vi brukar anvinda
sa antar vi att koefficienterna i bivillkoret &r positiva.

Besvara foljande tva fragor

— Var kan ett problem uppsta i den typ av formulering vi brukar anvéanda
om vi forsoker 16sa ett problem som har negativa bivillkorskoefficienter?

— Gar det alltid att omformulera problemet sa att det inte finns nagra
negativa bivillkorskoefficienter?

(1p)




