Matematiska institutionen T EN TA M EN

Optimeringslara

TAOP62, TEN1
OPTIMERINGSLARA FORTSATTNINGSKURS for I och Ii

Datum: 27:e augusti 2019
Tid: 14.00-19.00
Hjalpmedel: Kurslitteratur av Lundgren m fl:

Optimeringsldra 1arobok, nya upplagan med
mjuk parm, bla bok. Det &r tillatet med anteckningar
och klisterlappar i ldroboken.
Dubblesidigt A4-blad, handskrivna anteckningar.
Antal uppgifter: 6
Varje uppgift kan ge hogst 3 eller 4 poéng.
For godkéant kravs 8 poéng.
Examinator: Elina Ronnberg
Jourhavande lédrare: Elina Ronnberg 013-28 16 45

Resultat meddelas per e-post

Tentamensinstruktioner

Nar Du 16ser uppgifterna

Redovisa Dina berdkningar och Din losningsmetodik noga.
Motiwera alla pastaenden Du gor.
Anvdand alltid de standardmetoder som genomgatts pa foreldsningar och lektioner.

Skriv endast pa ena sidan av losningsbladen. Anvind inte rédpenna.
Behandla ej fler dn en huvuduppgift pa varje blad.

Vid skrivningens slut

Sortera Dina losningsblad i uppgiftsordning.
Markera pa omslaget de uppgifter Du behandlat.
Kontrollrikna antalet inldmnade blad och fyll © antalet pa omslaget.




TAOP62 Tentamen 27:e augusti 2019

Uppgift 1.

I denna uppgift ska vi hjalpa ett europeiskt foretag att analysera sina resor till sin
nordamerikanska filial. Varje ar gors 750 resor fran Huvudkontoret (EH) i Europa
till Filialen (NF) i Nordamerika och féretaget blir allt mer medvetet om koldiox-
idutslédppen som detta medfér. Som ett led i deras miljoarbete vill de nu analysera
mojliga resealternativ med tag och flyg. (Vi studerar bara resan fran EH till NF.)

Det finns ett antal stdder som det ar naturligt att resa via. I Europa finns stad E1
och i Nordamerika stdderna N1 och N2. Féljande resealternativ har identifierats:

Flyg, utslipp a kg per km ‘ Tag, utslapp S kg per km
Fran — Till Antal km Fran — Till Antal km
EH — NF lEH—>NF EH — E1 lEH—>E1
EH — N1 lEH—)Nl N1 — NF lN1—>NF
El1 - NF lEl—)NF N2 — NF lN2—>NF
El — N2 ZE']‘*)]VQ

Utslappet fran en rest stricka ges av produkten mellan utslappet per km och antal
km som resan ar; exempelvis, for flyg EH — NF blir utsliappet alpg_snp.

a. Rita ett nétverk for ett minkostnadsflodesproblem som beskriver problemet
att vilja den resviag som minimerar foretagets utslapp av koldioxid. (1p)

(Eftersom oo >> 3 sa behover vi inte 16sa ett optimeringsproblem for att veta
att 16sningen innebér att samtliga resor gar den vég som innehaller minst antal
km med flyg. Vi ritar &nda nétverket for att ha nagot att bygga vidare pa.)

b. Aven om féretaget har ambitionen att ta stor hinsyn till utslippen behover
de ocksa ta hinsyn till kostnaden for resorna (biljettpris, arbetstiden det tar,
...). Beteckna reskostnaden for strackan ¢ — j med ¢;,; for de stréickor som
givits i tabellen ovan. Infor en kostnad k kr per kg utslipp sa att utslippen
kan rdknas om till en utsldppskostnad; exempelvis, for flyg EH — NF blir
utslappskostnaden kalgy_ nvr. Den totala kostnaden for en striacka dr summan
av reskostnaden och utsldppskostnaden; exempelvis, for flyg EH — NF blir
totalkostnaden cgyg_nrF + kalgg_nF.

Rita ett nétverk for ett minkostnadsflodesproblem som beskriver problemet
att vilja den resvig som minimerar foretagets totala kostnad. (1p)

(Har beror 16sningen av virdet pa k. Hur viljer man ett sadant vérde?)

c. Utoka ditt nétverk i deluppgift a med kravet att man for att vara goda
forebilder vill géra minst 200 resor med tag i Nordamerika. (1p)
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Uppgift 2.

Studera foljande nétverk dér ¢;; anger kostnaden for att ga fran nod ¢ till j.

a. Berdkna den billigaste véigen fran nod s till ¢ med Dijkstras algoritm. Det
maste framga i din redovisning i vilken ordning noderna sokts av. (1p)

b. Antag att du har 16st problemet som givits ovan och att kostnaden for bage
(3,5) dérefter dndras till -4. Visa med hjélp av information i det duala pro-
blemet att det primala problemet har obegridnsad 16sning. Var noga med att
motiveral (1p)

c. Eftersom ett billigaste-vig problem alltid kan formuleras och 16sas som ett
LP-problem sa kommer en 16sning som erhallits med Dijkstras algoritm alltid
att kunna associeras med en baslosning till det motsvarande LP-problemet.
Beskriv hur man, givet att man lost problemet med Dijkstras algoritm, pa
ett enkelt och effektivt séatt kan identifiera vilka som &r de motsvarande bas-
variablerna och vilka virden de har. En tydlig motivering ar avgorande for
poangséittningen!

Ange for den 16sning du erholl i deluppgift a vilken som &r dess motsvarande
baslosning. (1p)
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Uppgift 3.

a. Téank dig att du har en matematisk modell med en kontinuerlig variabel z
sadan att 0 < x < 10 och en binér variabel y samt ett krav som sédger att om
y = 0 sa maste det gilla att x = 0. Vilka viarden pa x som éar tillatna kan da
illustreras med figuren

. Tillatna l6sningar om y=1
Tillaten |6sning om y=0: x=0

| | 1 | | | 1 I | | |
1 5 10

o_-/
v

Gor en blandad linjar heltalsformulering for att beskriva detta tillatna omrade.
Var noga med att specificera vilka virden som variablerna kan anta. (1p)

b. Foljande bivillkor beskriver det tillatna omradet for ett linjéart blandat heltals-

problem.

2y+7(1—y) < <5y+9(1—y)

z >0

y€{0,1}

[lustrera med en figur vilka véarden pa x som &r tillatna och beskriv/illustrera
i denna figur hur de tillatna vérdena pa x beror pa virdet pa y. (1p)

c. Antag att du har ett optimeringsproblem som innehaller en binér variabel z och
en heltalig variabel x = (x1,x2) som motsvarar punkter i (x;,x2)—rummet.
Problemets tillatna omrade &r féljande: Om z = 1 sa ska x anta nagot av
virdena (1,2), (2,3), (4,1) eller (4,7). Om z = 0 ska x anta nagot av virdena
(7,3), (8,5) eller (9,2).

Gor en linjér heltalsformulering for att beskriva detta tillatna omrade.

For (i), (ii) och (iii) nedan, rita en figur som illustrerar det tillatna omradet i
(1, x9) —rummet. Nér det dr relevant, inkludera en kommentar om (eller illust-
ration av) hur virdet pa z paverkar vilka av 16sningar i (z1, 2)—rummet som &r
tillatna. Vid LP-relaxationer nedan, behall 6vre gréinsen pa bindrvariablerna.

(i) Det tillatna omradet for det givna linjara heltalsproblemet

(ii) Det tillatna omrade som erhalls om samtliga heltaliga variabler utom z
LP-relaxeras

(iii) Det tillatna omrade som erhalls om samtliga heltaliga variabler
LP-relaxeras (2p)
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Uppgift 4.
Studera det linjara heltalsproblemet

z* = min 6z; + 89
st. 3z1+x02>4
T+ 219 > 4

Ty, Tg, > 0, heltal.

Lat s; och sy vara slackvariabler for forsta respektive andra bivillkoret. Notera att
de ar > —villkor! Optimaltablan till LP-relaxationen har utseendet

XB | 2 X1 X2 S1 S9 B

z[1 0 0 —4/5 —18/5|83/5
|0 1 0 —2/5 1/5 [4/5
[0 0 1 1/5 —3/5|8/5

a. Teckna det Gomory-snitt som genereras ur ro-raden och uttryck det i ur-
sprungliga variablerna x; och x5. Observera minustecknet framfor slackvari-
ablerna da problemet skrivs pa standardform, dvs 3z1 + z9—s; = 4 respektive
xr, + 2[E2-S2 =4. (1p)

b. Som fortsittning pa deluppgift a, rita en (stor!) figur som illusterar det tillatna
omradet till problemets LP-relaxation och markera i samma figur vilka hel-
talslosningar som ér tillatna i problemet. Markera ocksa var LP-optimum &r
och var Gomorysnittet som genererades i deluppgift a hamnar. (1p)

c. Tag det fraktionella snitt som erholls i deluppgift a, uttryck detta som ett <-
villkor dér s3 inférs som slackvariabel och ldgg till detta villkor i den optimala
simplextablan ovan. Reoptimera problemet med den duala simplexmetoden.
Ar den erhallna l6sningen optimal med avseende pa det ursprungliga proble-
met? (1p)
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d. Denna uppgift dr oberoende av de tidigare deluppgifterna. Ténk dig situa-
tionen att du anvédnder Gomorys metod for att losa ett problem med enbart
heltaliga variabler. Tag stéllning till foljande fragestéllningar:

(i) Antag att alla villkor som definierar det konvexa héljet finns bland bi-
villkoren till ditt problem. Kommer du da att behova generera nagra
Gomorysnitt?

(ii) Antag att du erhaller en optimallésning till problemet utan att gene-
rera nagra Gomorysnitt. Kan du da dra slutsatsen att alla villkor som
definierar det konvexa holjet finns bland bivillkoren till ditt problem?

Ge en kortfattad och relevant motivering till vardera fall. Kvalitén pa din
motivering dr avgoérande for podngséttningen och med kortfattat menas hér
ungefar totalt en halv sida text. (1p)
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Uppgift 5.

Studera foljande oriktade graf och lat mingden B innehalla alla bagar som ges i
grafen.

I denna uppgift studeras problemet att finna ett billigaste uppspédnnande trad i
grafen ovan men att vi ska gora det for tva olika uppséttningar av bagkostnader
betecknade c;; for trad 1 respektive dj; for triad 2. Dessa tva problem skulle ga
att 16sa oberoende av varandra om det inte vore for att det finns ytterligare ett
krav som sdger att for bagar som ansluter till nod 1 maste 16sningarna maste vara
sadana att trad 1 och trad 2 anvénder samma bagar. (Detta innebér for var och en
av bagarna (1,2), (1,3) och (1,4) att antingen sa anvénds den i bada triaden eller i
inget av dem). Malfunktionen for problemet &r att den totala kostnaden for de bada
triden ska minimeras.

a. Konstruera en egen heuristik for att hitta en tillaten l6sning till problemet
som beskrivits ovan. Illustrera hur heuristiken fungerar genom att konstruera
en tillaten 16sning till det givna problemet och ange dess malfunktionsvirde.

Din heuristik behéver inte ge en bra losning men det &r mycket viktigt att
du motiverar varfor den ger en tillaten 16sning och att du redovisar hur din
fullsténdiga 16sning ser ut! (1p)
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b. I denna deluppgift ska vi anvinda Lagrangerelaxation.

Introducera foljande variabler.

I 1, om bage (7, ) ingar i uppspannande trad 1, (i,j) € B
1 0, annars

| 1, om bage (7, j) ingar i uppspénnande trad 2, (i,j) € B
Yii =\ 0, annars

Lat méngden 7" innehalla de l6sningar « = (245) ¢ j)e respektive y = (y45) (. j)eB
som utgodr uppspénnande trid i grafen ovan. I uppgiften dr det tillatet (och
rekommenderat) att, istéllet for att skriva ut de bivillkor som z respektive y
behdver uppfyllla for att vara ett uppspannande triad, anvinda beteckningen
x € T respektive y € T for att uttrycka detta.

En matematisk modell for problemet kan formuleras enligt féljande.

* .
Z = 1min E cijxij + E dijyij

(i.)€B (i,j)€EB
s.t.  x12 —y12 =0 Lagrangemultiplikator: us
r13 — y13 = 0 Lagrangemultiplikator: ug
r14 — Y14 = 0 Lagrangemultiplikator: uy
zel, yeT

Lagrangerelaxera de tre forsta bivillkoren med multiplikatorerna us, us och
uy4, teckna Lagrangefunktionen och Lagrangesubproblemet som ska delas upp
i tva billigaste uppspannande trad-problem. Los Lagrangesubproblemen for
multiplikatorvardena us = u3 = uy = —1 respektive us = ug = uy = 1.
Subproblemen l6ses med Prim eller Kruskals algoritm, men detaljer behover
ej redovisas.

Vilken &r den starkaste optimistiska respektive pessimistiska skattning av det
optimala malfunktionsvirdet som erhalls fran subproblemlésningarna? (2p)



TAOP62 Tentamen 27:e augusti 2019

c. For att utnyttja de losningar man fatt fram via Lagrangerelaxation sa kan det
vara bra att anvénda en heuristik for att reparera losningar som &r otillatna
och gora dem tillatna. Nedanstaende ger en heuristik for att reparera losningar
av den typ som erhallits i deluppgift b.

Anvénd heuristiken for att laga 16sningen déar trad 1 ges av bagarna (1,3),
(1,4), (2,4) och déar trad 2 ges av bagarna (1,2), (2,3), (3,4). Redovisa alla steg
tydligt!

Beskrivning av heuristik

Skapa en lista BAGAR= [(1,2), (1,3), (1,4)] och sitt A, = A,, = co.

1. Om listan BAGAR ér tom, avbryt. Annars, 1at (i,j) beteckna den forsta
bagen i listan BAGAR och ta sedan bort (i,j) fran listan

2. Omz;; =y;; gatill 1
3. Om z;; = 1 och y;; = 0 ga till 4, annars ga till 7
4. Sétt x;; = 0 och testa att reparera trad 1 enligt (*) nedan
5. Om maximalt 1 bage ansluter till nod 1 i trad 2:

Sétt y;; = 1 och testa att reparera trid 2 enligt (**) nedan
6. Om A, <A, sitt x;; = y;; = 0 annars, sitt z;; = y;; =1
7. Om z;; = 0 och y;; = 1 ga till 8, annars ga till 11
8. Satt y;; = 0 och testa att reparera trad 2 enligt (*) nedan
9. Om maximalt 1 bage ansluter till nod 1 i trad 1:

Sétt x;; = 1 och testa att reparera trad 1 enligt (**) nedan
10. Om A, < A,,, sétt x;; = y;; = 0 annars, sitt z;; = y;; = 1
11. Sétt A, = A, = o0 och ga till 1

(*) Laga triadet genom att ldgga till den bage (k,1) som pa billigaste sétt
sammanbinder de deltrdad som bildades nér (i,j) togs bort. Bagar som ansluter
till nod 1 far enbart viljas om de fortfarande finns i listan BAGAR, annars
inte. Lat A, = "kostnad bage (k,1)” - "kostnad bage (i,j)”.

(**) Laga tradet genom att ta bort den dyraste bage (k,1) som bryter den cykel
som bildades nér (i,j) las till. Bagar som ansluter till nod 1 far enbart viljas
om de fortfarande finns i listan BAGAR, annars inte. Lat A,. = “kostnad
bage (i,j)” - "kostnad bage (k,1)”.

(1p)
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Uppgift 6.

a. Nedan ges formuleringen for ett partiformingsproblem som &r avsett att losas
med dynamisk programmering, bakatrekursion. Nagot som saknas i formule-
ringen ér kostnadsfunktionen, ¢;(zy, s;). Komplettera formuleringen genom att
teckna kostnadsfunktionen for féljande beskrivning av kostnaden.

Kostnaden per producerad enhet dr ¢ kr i tidsperiod ¢, t = 1,2, 3. Kostnaden
for lagret dr oberoende av tidssteget men innehaller bade en rorlig och en fast
del. Den rorliga delen baseras pa hur mycket som finns i det inkommande lagret
i tidssteget och kostnaden per enhet #r ¢ kr. Den fasta delen dr ¢“f* kr och
uppstar om det finns minst en enhet i det inkommande lagret i det aktuella
tidssteget. (Den fasta delen av kostnaden kan motiveras av att man behover
ha viss utrustning igang i lagret, exempelvis for att reglera temperatur.)

— Steg:t =1, 2, 3
— Styrvariabel: x; = antal enheter som produceras i tidssteg ¢
— Tillstand: s; = antal enheter i lager i borjan av tidssteg ¢

— Overfﬁringsfunktion: Sgr1 = St + 1y — dy
dér d; ar efterfragan i tidssteg ¢

— Rekursionssamband: fi(s;) = min{ fi11(se11) + i@, s¢) }
— Optimalvérdesfunktion:
fi(s¢) = minimalt malfuktionsvérde i tidssteg ¢ till 4
— Randvillkor: fy(s4) =0, 1 =0,5,=0
— Begrénsningar: 0 < s, <5, 0< 2, <6,t=1,2,3

Problemet ska ej 16sas!
(1p)
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b. Téank dig att du ska planera en resa pa 4 dagar. Varje bage i nétverket nedan
motsvarar en stricka du kan aka under en dag, och varje nod en plats dér du
kan 6vernatta. Varje nod har markerats med sitt nodnummer och en vikt som
motsvarar véirdet i att 6vernatta pa denna plats. Resan ska starta i nod 0 och
sluta i nod 6. Du maste vélja en stricka att aka varje dag, och bagen som gar
fran nod 6 till nod 6 indikerar att i denna nod &r det mojligt att 6vernatta flera
nétter, men det giller enbart for denna. Du vill hitta den resa som maximerar
summan av overnattningsvikterna.

Los det givna problemet med dynamisk programmering, bakatrekursion. Innan
du bérjar 16sa problemet, redovisa steg, styrvariabler, tillstand, overférings-
funktion, optimalvéirdesfunktion, rekursionssamband, randvillkor och varia-
belbegransningar. Ange en optimal resplan och dess vikt i svaret.

(2p)

D




