Matematiska institutionen T EN TA M EN

Optimeringsléra

TAOP62 och TAOP37, TEN1
OPTIMERINGSLARA FORTSATTNINGSKURS for I och Ii

Datum: 17:a mars 2018
Tid: 08.00-13.00
Hjalpmedel: Kurslitteratur av Lundgren m fl:

Optimeringsldra 1arobok, nya upplagan med
mjuk parm, bla bok. Det &r tillatet med anteckningar
och klisterlappar i ldroboken.
Dubblesidigt A4-blad, handskrivna anteckningar.
Antal uppgifter: 6
Varje uppgift kan ge hogst 3 eller 4 poéng.
For godkéant kravs 8 poéng.
Examinator: Elina Ronnberg
Jourhavande lédrare: Elina Ronnberg 013-28 16 45

Resultat meddelas per e-post

Tentamensinstruktioner

Nar Du 16ser uppgifterna

Redovisa Dina berdkningar och Din losningsmetodik noga.
Motiwera alla pastaenden Du gor.
Anvdand alltid de standardmetoder som genomgatts pa foreldsningar och lektioner.

Skriv endast pa ena sidan av losningsbladen. Anvind inte rédpenna.
Behandla ej fler dn en huvuduppgift pa varje blad.

Vid skrivningens slut

Sortera Dina losningsblad i uppgiftsordning.
Markera pa omslaget de uppgifter Du behandlat.
Kontrollrikna antalet inldmnade blad och fyll © antalet pa omslaget.




TAOP62 och TAOP37 Tentamen 17:a mars 2018

Uppgift 1.

Denna uppgift handlar om rita ett minkostnadsflédesnétverk for ett partiformnings-
problem (som liknar problemet i Uppgift 6). Partiformningsproblemet syftar till att
minimera kostnaden for produktion och lagring av en produkt fér de kommande tre
manaderna, ¢ = 1,...,3. Maximalt kan tre produkter per manad produceras och
produktionskostnaden ar ¢; tkr per produkt i manad ¢, t = 1,...,3. Det inkomman-
de lagret den forsta manaden &r 2 enheter och foretaget vill att det efter manad 3
ska finnas 1 produkt kvar i lager. Efterfragan &r 1 produkt per manad. Kostnaden
for lagring ar 2 tkr per produkt som finns i det inkommande lagret den aktuella
manaden, lagret har plats for maximalt 5 produkter.

a. Rita ett minkostnadsflodesnétverk som beskriver problemet att planera pro-
duktion och lagring pa ett sadant sitt att den totala kostnaden minimeras.
Gor inte en billigaste viag formulering! (2p)

b. Antag att man inte lagre vet hur manga produkter féretaget vill ha i lager efter
manad 3 utan att de istdllet berdknat att de far en kostnadsminskning pa d
tkr per produkt som finns i lagret efter manad 3. (Denna kostnadsminskning
motsvarar framtida forvintade intdkter av att ha produkter i lager.) Rita ett
minkostnadsflodesndtverk som beskriver problemet att planera produktion och
lagring pa ett sadant sétt att den totala kostnaden minimeras. Gor inte en
billigaste vag formulering! (1p)
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Uppgift 2.

Studera foljande nétverk dér nod 1 och 4 &r killor med styrka 4 respektive 1 och
nod 3 och 5 &ar sédnkor med styrka 3 respektive 2.

i L Ui X

a. Borja med att visa att flodet som givits i figuren ovan ar tillatet genom att
kontrollera att nodbalansvillkoren ar uppfyllda. En baslosning som svarar mot
det givna flodet har basbagarna (1,2), (2,4), (2,5), (5,3). Berikna de reducerade
kostnaderna fér denna baslosning och avgor om den &r optimal. (1p)

b. Avgor om det existerar nagon l6sning till problemet som ar optimal och har
ett flode pa bage (4,5) som é&r strikt storre én 3. (1p)

c. Denna deluppgift ér fristaende fran ovanstaende deluppgifter.

Antag att man loser ett minkostnadsflodesproblem med primala simplexme-
toden for ndtverk och att man i en iteration viljer icke-basbagen (a,b) med
flode pa sin undre gréans och reducerad kostnad ¢,, = & < 0 som inkom-
mande basbage och att bagen (e,f) blir utgaende basbage med ett nytt flode
pa sin undre gréns. Gar det att uttala sig om vilket vérde ¢.; far i den nya
baslosningen?

Denna deluppgift bedoms pa ett sadant sitt att ett kortfattat och relevant
svar kan ge podng och att det enbart dr kvalitén pa motiveringen som &r
avgorande for podngséttnignen.

(2p)
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Uppgift 3.

Ett foretag ska planera sin produktion av en produkt som finns i de tre modellerna
A, B och C. Antalet ravaruresurser och tillverkningstimmar som kréivs per produkt
av respektive modell ges av tabellen nedan. Antalet tillgingliga ravaruresurser ar
6 000 och antalet tillgdngliga tillverkningstimmar dr 60 000. Den beréknade vinsten
per producerad produkt for vardera modell ges ocksa av tabellen.

| A B C
Antalet ravaruresurser 1.5 3 5
Antalet tillverkningstimmar 30 25 40
Beréknad vinst 2 000 3000 4 000

a. Formulera en linjar heltalsmodell som beskriver problemet att avgéra hur
manga av vardera modell av produkten som ska produceras for att vinsten
ska maximeras, givet att tillgangen pa ravaruresurser och tillverkningstimmar
respekteras. (1p)

b. Utoka modellen i deluppgift a med méjligheten att kopa ett valfritt antal
tillverkningstimmar till en kostnad av k& kr per timme. Maximalt kan 800
extra timmar kopas. (1p)

c. I denna deluppgift ska vi gora en lite mer detaljerad modellering av den vinst
foretaget berdknar gora for produkten av modell A. Den berdknade vinsten
som givits ovan ar enbart giltig om antalet tillverkade produkter &r i intervallet
[0, 6]. Om antalet produkter &r hogre dn b sa dr vinsten 10% hogre dn det givna
vardet for varje produkt utéver de b forsta produkterna.

Utoka din modell fran deluppgift a sa att den inkluderar denna mer detaljerade
modellering av vinsten. Den resulterande modellen ska fortfarande vara en
linjér heltalsmodell. (1p)
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Uppgift 4.
Betrakta foéljande blandade linjédra heltalsproblem.

maxz = 4x; + 102y + 223 + 6x4 + x5

da 201 + 4dxy  + 223 + 314 < 8 (1)
211 — x3 4+ x4 + 3x5 > 4 (2)
2r1 + 319 + xy — x5 < 6 (3)
3131 + 41’2 + 31’4 + x5 S 6 (4)
x1, %9, x3 € {0,1}
0 S T4 S 1
0<z;<1

a. Anvénd Land-Doig-Dakins algoritm for att hitta en optimallosning till proble-
met. Forgrena 6ver den variabel med storst fraktionell del, avsok 1-grenen forst
och anvand djup-forst sokning. Numrera noderna i den ordning du avsoker
dem!

Notera att problemet enbart har tre variabler med heltalskrav och att det
enbart dr 6ver dessa forgrening kan ske. De tva kontinuerliga variablerna tillats
fa fraktionella vérden, vilket innebar att tradet ska kapas och en tillaten 16sning
har erhallits om de tre heltaliga variablerna far heltaliga varden.

Losningar till samtliga mojliga subproblem aterfinns i tabellen pa nésta sida.
De tre forsta kolumnerna ger vilka eventuella fixeringar som gjorts i den ak-
tuella noden (exempelvis om vi star i en nod dér x; inte fixerats, x5 = 1 och
x3 = 0, vélj raden med: - 1 0), fjairde kolumnen ger 16sningen i denna nod
(om tillaten 16sning saknas anges ett -) och femte kolumnen ger 16sningens
malfunktionsvérde. (2p)

b. Studera bivillkoren (1), (3) och (4) ovan och ta bort variablerna x4 och x5 ur
dessa. Avgor for vilka av villkoren det gar att generera ett overtdackningsvillkor
med avseende pa variablerna 1, x9, x3 och ange ett 6verteckningsvillkor eller
en motviering till varfor det inte finns nagot. (1p)

c. Skulle det vara mojligt att skapa en l6sningsmetod for problemet ovan dér
Land-Doig-Dakins algoritm kombineras med att ligga till Gomorysnitt?

Denna deluppgift bedéms pa ett sadant sitt att ett kortfattat och relevant
svar kan ge poidng och att det enbart &dr kvalitén pa motiveringen som &r
avgorande for podngséttnignen. (1p)



TAOP62 och TAOP37 Tentamen 17:a mars 2018
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Uppgift 5.

Studera foljande acykliska ndtverk dar noderna numrerats sa att alla bagar gar fran
en nod med ldgre nummer till en nod med hogre nummer.

Antag att vi vill finnan en billigaste véig fran nod 1 till nod 9 sadan att foljande tva
bivillkor ar uppfyllda.

e Viigen innehaller minst en av bagarna (4,5) och (7,8). (i)

e Om bage (7,9) ingar i vigen sa maste dven bage (1,4) inga i véigen. (ii)

a. Teckna en matematisk modell for det givna problemet. Lat méngden B in-
nehalla alla bagar som ges i néatverket ovan och anvénd variabeldefinitionen

S 1, om bage(i, j) ingar i vigen,(i,j) € B
Y1 0, annars.

Formulera bivillkor (i) och (ii) som >-villkor med samtliga variabler i vénster-
ledet. (1p)

b. Lagrangerelaxera bivillkor (i) och (ii) med multiplikatorerna v; > 0 respektive
ve > 0 och rita det resulterande billigaste vig natverket. Los Lagrangesub-
problemet for multiplikatorviardena vy = 1/2, vo = 1/2 och f6r multiplika-
torvirdena vy = 7/2, vy = 2. Subproblemen ska lésas genom att losa Bellmans
ekvationer i nummerordning.

Vilken &r den starkaste optimistiska respektive pessimistiska skattning av det

optimala malfunktionsvérdet som erhalls fran dessa subproblemlosningar? (2p)

c. Ange vilka hyperplan i det duala rummet som erhalls fran berdkningarna i
deluppgift b. (1p)
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Uppgift 6.
Studera foljande partiformningsproblem som syftar till att minimera kostnaden for
produktion och lagring av en produkt fér de kommande tre manaderna, t =1, ..., 3.

Foretagets produktionskostnad for en viss produktionsniva och manad ges i tkr
enligt foljande tabell.

manad
antal produkter 1 2 3
0 2 1 1
1 8 8 9
2 10 9 11
3 15 14 15

Det inkommande lagret forsta manaden &r tomt, och foretaget vill att det efter
manad 3 ska finnas en produkt kvar i lager. Efterfragan dr 1 produkt per manad.
Kostnaden for lagring ér 2 tkr per produkt som finns i det inkommande lagret den
aktuella manaden, lagret har plats for maximalt 2 produkter.

a. Los det givna problemet med dynamisk programmering, bakatrekursion. Innan
du borjar 16sa problemet, redovisa steg, styrvariabler, tillstand, overforings-
funktion, optimalvéirdesfunktion, rekursionssamband, randvillkor och varia-
belbegrinsningar. Ange en optimal produktionsplan och dess kostnad i svaret.

(2p)

b. Vid l6sningen av problemet ovan antogs att det inkommande lagret den forsta
manaden var tomt. Foretaget har nu upptickt att sa inte &r fallet utan att
de faktiskt har tva produkter i inkommande lager den forsta manaden. Givet
denna fordndring, hur kan du pa ett enkelt sdtt berdkna en ny losning till
problemet utan att l6sa det fran borjan? Beréikna denna losning. (1p)






