TAOP52 Losningsforslag Tentamen 29:e oktober 2019

Losningsforslag till Tentamen i TAOP52 den 29:e oktober 2019
Uppgift 1.

a) Variabeldefinition:

x4, = antal ton av gddselsort k£ som skickas fran gard i till aker j.
Malfunktion: min z = Z Z Z Tijcpwijk
i€l jeJ keK
Bivillkor:
Z Z i%]k < s, 1€l [tillgang]
jeJ keK
Z Z TkTigr = dj, jE€J [efterfragan]
i€l keK

rijr = 0, iel, jeld keK

b) Infér tva nya variabler:

u; = antal ton av godselsort mull som séljs vidare fran gard 1.
v; = antal ton av gddselsort granulat som séljs vidare fran gard i.
Malfunktion: min z = Z Z Z Tijepwijr — pz U; — qz (25
i€l jeJ keK el icl
Bivillkor:
Z Z izijk + %Mui + %Ui = s, t€1 [tlllgéng]
jeJ keK
Z Z Ty = dj, jEJ [efterfragan]
icl keK
i, > 0, ie€el,jeld keK
Uiy Vi = 0, 1el
Gardar Akrar d.
. Lijk ’
‘o f o
@ mull
granulat
e ui
Forséljning mull Andra
Vi kommuner
granulat
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Uppgift 2.

Det givna linjara maximeringsproblemet.

1
a) Problemet pa standardform.
max z= -—x1 + 2x9
da r1 + x2 + s1 = 7 (1)
1 — T2 + 59 = 3 (2)
3r1 + X9 — 83 = 3 (3)
xrr xr2 , S , S2 , S3 Z 0

b) Punkten = (3,0)7 aterfinns i korsningen mellan villkor (2) och teckenkravet x5 > 0,
och svarar saledes mot en baslésning. Basvariabler ar x1, s; och ss.

c) Punkten # = (4,3)7 #r en randpunkt, varfér den inte svarar mot en baslosning
(eftersom den inte aterfinns i korsningen mellan tva eller fler bivillkor).

d) Punkten z* = (0,7)7 #r problemets optimallosning, och de baslésningar som r
niirliggande aterfinns i punkterna (—2,9)%, (0,3)7 och (5,2)T. Den férsta punkten
svarar mot en otillaten baslosning medan de andra tva &r tillatna baslosningar.
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Uppgift 3.

a) Vi ritar upp det tillatna omradet.

T2
Co = 3
(%) (e
3 1 3
(2)
x
el
T

(1) I punkten Z &r bivillkor (1) och (2)
aktiva, och motsvarande bivillkors-
“* gradienter ir (—2,3)” och (1,1)7.

/3) Vi far alltsa att —2 < ¢; < 3.

b) Beriikna reducerad kostnad: ¢i = cy — c5B~!N < 0 (optimalitetskrav for max-

problem). Fran optimaltablan kan vi se att basen dr {x3,x1,s3}, i den ordningen,
vilket ger ci; = (0,0), cg = (3,¢1,0), och B~!N finns i optimaltablan under icke-

basvariablerna.
2 4

ek = (0,00-(Be,0)| =2 6 |-% = (0,0) = £(6—2c1,12+6c1)
6 -8

= 2(c1-3,-3c1-6) <0

vilket ger kravet —2 < ¢; < 3. Alltsa, T &r optimal da —2 < ¢; < 3.

c) Analysera vilka riktningar som malfunktionen kan peka i. Vi far foljande baslgsningar.

W O Ot

<_2 ) ) x; = (0,2) t< -5
dat=-5
3 v =347 5<t< 0
1
<1>dét—0 zf=(52)7 0<t< 3
xf = (4,0)T 3<t
()
AN -1 -2
( ! ) dat — 400
-1
2—-2t t < —
.. . . . e T—t —5<t<
Ett explicit uttryck for malfunktionsvéardet blir da z*(t) =
7+ 3t 0<t<
444t 3<t
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Uppgift 4.

Mlustration av problemet. (Se &ven 3d-bilder pa sida 6.)

min  f(z) = %ZE% + @132 4 23 + T2 2 Vf(z)
da g(z) = 2?2 +22 = 2 Vf(z)
Vyg(x) Vg(z)
3r1 + 22
Vi) =
f() (:1:1—1—2:1;2—1—1) A B

Va(z) = ( Z )

V(@) Vg(x) Vy(z)

a) Teckna KKT-villkoren, dvs. primal tillatenhet, komplementaritet och dual tillatenhet.
1. Primala tillatenhet 2. Komplementaritet 3. Dual tillatenhet
g(x) = af+a3 = 2 v-(g(z)—-2) =0 Vi) = v-Vg(z)

Notera att eftersom vi har ett likhetsvillkor &r multiplikatorn v fri.

b) Problemet dr inte konvext eftersom det tillatna omradet dr randen pa en cirkel. For
ett motbevis, vilj t.ex. de tillitna punkterna C = (—1,—1)T och D = (1,-1)T
och vilj t.ex. A = 0.5 vilket ger den nya punkten £ = (0, —1)7 som inte uppfyller
bivillkoret g(z) = 2.

c) De fyra punkterna x = (£1,41)" ar markerade i figuren ovan, tillsammans med
tillhérande malfunktionsgradienter V f(x) och bivillkorsgradienter Vg(x).

e Vi ser genast att gradienterna inte #r parallella for punkterna C' = (—1,—1)T
och D = (1,—-1)7, vilket betyder att dessa inte ir KKT-punkter.

e Diremot, for punkterna A = (—1,1)7 och B = (1,1)T ar Vf(x) och Vg(x)
parallella, vilket betyder att dessa &r KKT-punkter.

For A = (—1,1)T & multiplikatorn v = 1 och fér B = (1,1)” #r multiplikatorn v = 2.

d) Eftersom problemet inte dr konvext garanterar inte KKT-villkoren optimalitet.

Vi kan ddremot alltid berdikna malfunktionsvérdet f6r de fyra punkterna:

f(=1,1) = 25, f(1,1) = 4.5, f(-1,—-1) = 2.5, f(1,-1) = 0.5

Minimeringsproblem, vi kan allts& utesluta samtliga punkter forutom D = (1, —1)7.
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Uppgift 5.

Vi borjar med att ta fram gradient och Hessian fér f(x), samt Hessianens invers.

xr1 + T — 1
Vf(x) =

Ty + 219 ,

4333

2 —1 0
-1 0

1
0o 0 1

Notera att variabel x3 inte hidnger ithop med x1 och xo, det &r alltsa mojligt att bryta ner
f(x) i tva delfunktioner, en som beror av x; och x2 och en som endast beror pa zs.

Darefter dr det enkelt att visa att f(z) &dr en strikt konvex funktion, och det &r ocksa
rittframt att hitta inversen till H(z) utan att invertera hela matrisen.

a) BL med intervallhalvering, borja i punkten z(®) = (1,0,0)T.

dpr, = —Vf®) = (0, -1, 0)7
l‘(t) = x(o)—l—t-dBL = (1’ 0,0)T+t-(0, _170)T: (1’ —t,O)T
Vi far att
fO) = 32+ @)=t + (-1 +2(02— (1) = 2 —t—3

Borja med att bekréfta att intervallets &ndpunkter ger oss olika tecken pa derivatan.

f/(O) = -1« 07

f(8) =2-8-1=

15 > 0

Vi ser att derivatan byter tecken nagonstans mellan 0 och 8. Med en tabell enligt

boken far man:

k| oow | omw | B | fmg)=2-mp—1 | Br—ay
0 0 4 8 2.4-1 = 7>0 8
1 0 2 4 2-2—-1 3 >0 4
2 0 1 2 2:-1-1 = 1>0 2
310 3 1 | 2-3-1 = 0 1
Vi hittar ett optimalt steg t* = % efter tre intervallhalveringar!
Ny punkt blir () = 2O 4 ¢* . dg;,
0 1 -1
adW =10 [+3 |1 L, vieW)y = o |,
0 0 0 0

Den nya punken &r inte ett lokalt optimum ty ||V f(z(M)[| > 0.
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b) Eftersom f(x) dr strikt konvex finns ett unikt lokalt optimum, som da ocksa &r globalt
optimum. Anvind Newtons metod, bérja i punkten (9 = (1,0,0)T.

2 -1 0 0 1
dvy = —H Y (zO)Vfz®) = -] -1 1 0 = | -1
0 0 % 0 0

1 1 2

D = O+ dyyy = 0O |+1]-1 = -1
0 0 0

Vi ér klara efter forsta iterationen eftersom V f(z(1) = (0,0,0)7, och den erhallna
punkten () = (2,—1,0)7 &r globalt optimum fér problemet.

Illustration av problemet i Uppgift 4.
: _ 3,2 2
min  f(z) = 527+ 122 + 25 + 22

dd g(z) = 23+23 = 2

S S S S S S SRS,
SISO S S SIS XS SIS N
e
W‘:‘:“:&% :

<o o, e

= ‘\?“““:‘:“:‘0"0‘ SSSSIES
===

S

Bilden till vénster visar hur malfunktionen f(z) ser ut, och det tillatna omradet g(z) = 2
ar illustrerat med hjilp av den svarta cirkeln. Till hoger dr sjdlva funktionsytan for f(x)
borttagen, vilket ger en tydlig bild éver malfunktionsvéirdet for samtliga tillatna punkter.

Funktionen f(z) ér en konvex funktion, men det tillatna omradet &r inte konvext eftersom
det endast bestar av randpunkterna pa cirkeln. Den svarta punkten z{;z = (0.2, —0.6)"
svarar mot minimum till f(z), sa kallat obegrinsat optimum till f(z), vilket inte &r en
tilliten punkt. De fyra roda punkterna svarar mot = (£1,+1)7, och slutligen den gréna
punkten x* ~ (0.58, —1.29)” som &r globalt minimum till problemet.



