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Losningsforslag till Tentamen i TAOP52 den 20:e augusti 2019

Uppgift 1.

a) Variabeldefinition:

x; = antal enheter (4 100 gram) av livsmedel i som ska &tas,
dér ¢ =1. brod, 2. mjolk, 3. ost, 4. potatis, 5. fisk

Malfunktion: min z = 2.0z1 + 3.529 + 8.0z3 + 1.524 + 11.0x5

Bivillkor:

1.0z; + 5.0z9 + 9.0x3 + 0.1z4y + 7.0z5 > 90 [fett]

15.0z1 + 11.7z9 + 0.4x3 + 22.6x4 > 250 [kolhydr.]

90x1 + 120z + 10623 + 97x4 + 13025 > 2200 [kalorier]

4.0z1 + 80xy + 7.0x3 + 1.3z4 + 8.0x5 < 120 [protein]

2 < 5 [mj5lK]
x5 > [fisk]
x1 x2 x3 x4 x5 = 0

b) Absolutbeloppet av en variabel, i det hér fallet 21, gar att modellera med hjilp av
linjdra bivillkor, men endast under férutsiattningen att malfunktionen ska minimeras.

|21 | Eftersom funktionen |x;| &r en konvex
funktion blir alltsa problemet konvext
endast om malfunktionen ska minime-

Y1 > —11 Y1 > 21 ras. (Bivillkoren binder at rétt hall.)

Inf6r en hjélpvariabel y; och ldgg till kraven y; > —x1 och y; > x1 som bivillkor, samt
ersitt termen “+ |z1|” med “+ y;” i malfunktionen. Om f(z) istéllet ska maximeras
fungerar inte denna omskrivning av absolutbeloppet.

c) Det tillatna omradet som beskrivs dr ett cirkelsegment i forsta kvadranten.

Lutningen for en linje kan beriknas
som k = tan @, vilket kan anvidndas
/ for att fa fram tva linjara bivillkor.

o2 2 < B-x1

Med A = tana och B = tanb far vi
olikheterna x9 > Az och 29 < Bx;.

Slutligen begrénsar cirkeln ocksa,
och allt som allt far vi bivillkoren:

v R Azy < 29 < Bxy och 2% + 23 < R?
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Uppgift 2.
Rita upp det tillatna omradet.

a) Problemet pa standardform.

max z = c1T1 + 19
da 1+ T2 + S1 = (1)
31 + 2x9 — 82 (2)
2r1 + @9 + s3 = 10 (3)
9 + sS4 = 6 (4)
x1 , X2, S1, S2 , S3 , S4 > 0

b) Otillatna baslosningar: A, D och G. Tillatna baslésningar: B, C och F.

(Punkten H &r otillaten, och punkten E &r tillaten, men dom &r inte baslosningar.)

c) Punkten (4,3)7 ir en optimallosning till problemet s& linge malfunktionsgradienten

tillhor den kon som spénns upp av bivillkorsgradienterna fér (1) och (3), dvs. de
aktiva bivillkoren i punkten. Fran bilden ovan kan vi se att detta svarar mot

C1 1 1
Vz = = N\ + Ao , AL, A2 >0
(&) 1 2

vilket gar att forenkla till kravet ¢; < ¢o < 2¢1. Det gar ocksa bra att hirleda dessa
krav via det duala problemet, genom att utnyttja komplementaritet och teckenkrav.
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Uppgift 3.
Kénslighetsanalys.

a) Minska malfunktionskoefficient (fér z1) med 1 steg, fran 5 till 4.

Intervallet for ¢; &r [3.5,4+00), alltsa en &ndring inom intervallet. Det betyder att den
aktuella baslésningen kommer férbli optimal, och virdet 1 = 3 &r oféréndrat.

Vinsten éndras alltsa med (—1) - 3, dvs. z;, = 16 — 3 = 13.

b) For att kunna svara pa fragan maste vi kénna till intervallet inom vilket hogerledet

for bivillkor 2, by, kan dndras utan att baslésningen dndras.

e Intervallet hittar vi genom att rikna pa xp = B~'b > 0, och saledes
behover vi forst bestdmma basmatrisen B och dess invers B~1.

e Problemet har 2 bivillkor, alltsa behdvs 2 basvariabler. Fran utskriften
ser vi att 1 > 0 och x3 > 0, dvs. dessa ar vara basvariabler. Vi far

11 L 11 1
B = = B ==
1 -1 2 1 -1

och kan nu rakna fram intervallet for bs.

11 4 44D
:EB:B_lbz1 :1 o >0
2\1 1 bo 2\ 4-by

e Vi far intervallet —4 < by < 4.

Att oka hogerledet for by fran 2 till 5 &r alltsa en dndring utanfor intervallet. Vi kan
oka med (4 — 2) = 2 steg inom intervallet, skuggpriset dr 2 (inom intervallet), vilket
ger foljande analys.

o Worst case: 0Okning inom intervallet, 2 - 2 = 4.

e Best case:  Okning hela vigen med samma skuggpris, 3 -2 = 6.
Vinsten okar alltsa inom intervallet [4, 6], dvs. 2y, € [20, 22].
Ny variabel, vi kan anvinda formeln ¢,y = ¢,y — vTany for att rakna ut dess re-

ducerade kostnad. For att den nya variabeln inte ska kunna bidra till ett béttre
malfunktionsvéirde maste ¢py < 0 da vi har ett maximeringsproblem.

Problemet dr att vi inte vet exakt vad alla koefficienter i vektorn ay, ska vara.

Cny = Cny —Vlany = 2 — (3,2) (=1,a)

= 2 - (20-3) =5-2a < 0.

Kravet blir sdledes att o > 2.5 for att undvika en ny optimalldsning.
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Uppgift 4.

a) Illustrera problemet grafiskt.
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b) Motsvarande fas 1-problem pa standardform och med artificiella variabler.

min w = a; + as + as
da 0-M+3-X+2-A3+a 1 (1)
1-A+0- X +5-)A3 + ao = 4 (2)
M+ A+ A3 + a3 =1 (3)
A1, Ao A3 , a1 , as , ag > 0

c) Borja med att uttrycka malfunktionen w = aj+ag+as som en funktion av endast icke-
basvariabler. Vi har att a; = 1—3Xs—2X3, a0 = 4— A1 —5A 3 0chaz =1—A1—Ay— )3,
vilket ger w = 6 — 2A1 — 4Xo — 8A3.

bas w o A Ao A3 ai as as b

w 1 2 4 8 0 0 O 6 (0)

ay 0 0 3 1 0 0 1 (1) ink: As

as 0 1 0 5 0 1 0 4 (2) utg: a;

as 0 1 11 0 0 1 1 (3)

w 1 2 -8 0 -4 0 0 2 (0)

A3 0o 0 15 1 05 0 0| 05 (1) ink: \

as 0 1 -75 0 -25 1 0 | 15 (2)  utg: as

as 0 —05 0 —-05 0 1 | 05 (3)

w 1 0 -7 0 -3 0 -2 1 (0) optimum!
A3 0o 0 15 1 05 0 0| 05 (1) w'=1>0
as o 0 -7 0 -2 1 -1 1 (2)

M 0 1 —-05 0 —-05 0 1 0.5 (3) N =(3,0,5)T
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d) Da optimallosningen till fas 1-problemet har ett malfunktionsvéirde som &r strikt

positivt, w* = 1, betyder det att ingen tillaten 16sning finns, vilket har svarar mot
att punkten Z inte tillhor det tillatna omradet.

Den 16sning man far ifran fas 1-problemet ger oss ddremot den punkt i det tillatna
omradet som i nagon mening ligger sa néra punkten Z som mojligt.

(D)o (2) 0 (2)- ()

Vi kan se i figuren ovan att det verkar stimma.

Uppgift 5.

a) Med den givna parametriseringen far vi att

b)

ft) = (t=3)2+2(t—3)(5t) +4(3t)* = 32 -9t
f'lit) = 6t—9 [=0 = t*=15]

Borja med att bekréfta att intervallets &ndpunkter ger oss olika tecken pa derivatan.
o)y = -9 <0, f4) =6-4-9=24-9 >0

Vi ser att derivatan byter tecken nagonstans mellan 0 och 4. Med en tabell enligt
boken far man:

k ‘ Qg ‘ my ‘ Bk ‘ flimg) =6-my —9 Br — ag
0 0 2 4 6-2—9 = 3 >0 4
1 0 2 6-1-9 = -3 <0 2
2 1 1.5 2 6-1.5—-9 = 0 1

Vi hittar ett optimalt steg t* = 1.5 efter tva intervallhalveringar!

Avgér om punkten T = %(a,b)T ar en KKT-punkt algebraiskt. Borja med att
kontrollera tillatenhet och undersok vilka bivillkor som &r aktiva i punkten Z.

Bivillkoren som svarar mot teckenkraven fér x; > 0 och x5 > 0 &r uppfyllda men

inte aktiva eftersom z; = %a >0 och 79 = %b > 0 (ty a och b ar positiva).

Aterstar att undersoka forsta bivillkoret. Lat g (z) vara vinsterledet,

2 2 T
gl(x)—g‘i‘bfg» Vg1(x)—2<¥,bf2> ;

T
vilket ger att g1(2) = 5 + 2 =1 < 1, alltsd aktivt, och Vg1 (z) = \/5( 14 ) :

b
Berikna V f(z) = < “2 ) och Vi) = % ( > och undersok dual tillatenhet.
I a

Vf(ff'):vlvgl(:f) k(b) :Ul\/§<

a

) = vlz%ab>0 ok!

S = Q=

Teckenkravet v1 > 0 ar uppfyllt. Alla krav &r uppfyllda, alltsa &r z en KKT-punkt.
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)

d)

For att avgora om en funktion ar konvex studerar vi egenvérdena for motsvarande
Hessian.
2ax1 + cxo 2a ¢
Vi) = , H(z) =
cxy + 2bxs c 2b

(20— N (20— X) —c® = A2 —2\(a+b)+4ab—c = 0
= A = (a+b)£+/(a+b)?—4dab+ 2

For att funktionen ska vara konvex maste bada dess egenvirden vara > 0, och vi
undersoker darfor det minsta av de tva egenvirdena.

Vi far att

A= (a+b)—(a+b2—dab+cz >0 =
(a+b) > V(a+0)2—4dab+ 2 = \/(a—b)2+ 2

Notera att uttrycket under roten &r positivt for alla varden pa a, b och ¢, vilket ger
kravet att a + b > 0. Kvadrera nu bada sidor om olikheten.

(a+0)*> (a+b)?*—4ab+c* = 4ab>c?

For att detta ska kunna vara sant maste antingen bade a och b vara positiva eller
sa #ar bada negativa. Men om bada vore negativa bryter man mot kravet ovan, att
a+b>0. Alltsa, f(z) ar konvex da 4ab > ¢ och a,b > 0.

Pastaendet ar falskt. i

Vz
Det kan till exempel se ut som i bilden till x*
hoger, diar endast en optimal baslosning >/
existerar trots att problemet har oéndligt -
manga alternativa optimallosningar. /

Pastaendet ar falskt. Att oka hogerledet i ett >-villkor innebér en restriktion (det
tillatna omradet blir mindre), och da kan det optimala malfunktionsvirdet aldrig blir
bittre. Notera att vi har ett maximeringsproblem, vilket betyder att 27, < 2* maste
gélla vid en restriktion.

[lustration av problemet i deluppgift b).

Optimeringsproblemet &r att maximera To
arean A av en rektangel begrinsad av de
givna bivillkoren.

Det tillatna omradet svarar mot punkter
i forsta kvadranten som begréinsas av en
ellipsoid med axlar a och b.

Punkten z = %(a, b)T #r optimal.




