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Losningsforslag till Tentamen i TAOP52 den 29:e maj 2019

Uppgift 1.

a) Variabeldefinitioner:
x;5¢ = antal kg av godissort ¢ som anvénds i blandningen for produkt j

som tillverkas under vecka t

qjkt = antal kg av produkt j som séljs till kund k& under vecka ¢

v = antal kg av godissort 7 som kops in under vecka ¢

Lg = antal kg av godissort ¢ som finns i lager i slutet av vecka t
Lﬁ = antal kg av produkt j som finns i lager i slutet av vecka ¢

b) Bivillkor (3) och (4) &r sa kallade lagerbalansvillkor.

e Bivillkor (3) &r lagerbalans foér ravarorna (godissorterna), och till det
ingaende lagret ldggs den mingd som kops in (y;;) medan den totala
méngden av godissort ¢ som anvénds under vecka ¢ dras bort.

e Villkor (4) &r lagerbalans f6r produkterna (godismixarna), och till det
ingaende lagret laggs den méingd som blandas till medan den totala
méngden av produkt j som séljs (¢jr;) under vecka ¢ dras bort.

c) Det saknas ett bivillkor som begrinsar utnyttjandet av maskinen som

blandar ihop godissorterna.
Z Z hijxijt < 60-Hy, teT
icl jeJ

d) Denna modifiering kréver foljande steg:

e Infor en ny variabel.
Y;: = antal kilo av godissort ¢ som kops in under vecka ¢ till

det hogre inkdpspriset oy

e Utoka malfunktionen med en extra term: — Z Z 0t Yit
i€l teT

e Modifiera lagerbalansvillkoret (3) enligt foljande.

Lft—l‘i‘yit-i-&—zl“ijt = LY icl, teT
JjeJ

e Det krivs dven bivillkor som begréinsar y;;, samt teckenkrav for Y.

Sit, rel, teT
0, 1el, teT

Yit

<
Yy >

Nu har vi utékat modellen till att hantera de nya forutséittningarna.
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Uppgift 2.

Simplexmetoden.

a) For att den givna startbasen, {s1, 2, s3}, ska fungera maste g =1 och b > 0.

b) Den givna startbasen &r tillaten men inte optimal:

e tillaten da g =1 och b > 0.

e cftersom reducerad kostnad for x3 dr negativ (-3) sa &r inte den givna
startbasen optimal, oavsett virdena for d, f och k.

c) Den givna startbasen &r tillaten, x4 blir inkommande och s; blir utgaende:

e tillaten da g =1 och b > 0.
e variabel x4 inkommande da k > 3, samt att &k > d och k > f.

e variabel s; utgaende da % < %, dvs. e > %.

d) Den givna startbasen &r tillaten, men problemet har obegrinsad 16sning:

e tillaten da g = 1 och b > 0.
e variabel x; inkommande da d > 3, samt att d > f och d > k.

e parameter a < 0 for att fa en obegriansad 16sning.
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Uppgift 3.
Rita upp det tillatna omradet. (Grafisk motivering)

Z2

I

<

)

Il
/N
Q0O
[N -
~

Punkten z ar en optimallésning till problemet endast om hela linjesegmentet mellan de
tva extrempunkterna dr optimalt. Detta hinder da maéalfunktionsgradienten &r parallell
med bivillkorsgradienten for bivillkor (1), dvs. nir ¢; = 2cs.

a) Teckna det duala problemet och samtliga komplemetvillkor.

min w= 8v; + vy + 5us
da 201 + vg > (1)
v, — vy + vy = co (2)
v , V2, U3 > 0
Komplementvillkoren:
(2$1+.€U2—8)'1}1 =0 (21)1—|-U2—01)-ZC1 =
(xl—xg—l)'vg = 0 (1}1—1)2—}-1)3—02)'%2 =
(332 — 5) s vV3 =
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b) Punkten z uppfyller optimalitetsvillkoren fér LP-problem om

1. punkten &r primalt tillaten,
2. uppfyller komplementvillkoren,

3. motsvarande duallosning dr dualt tillaten.

1. Primala tillatenhet 2. Komplementvillkoren
(1): 2-(2)+1-(4) = 8 < 8 ok! Aktivt = uv=7
(2): 1-(2)—1-(4) = -2 < 1 ok Inte aktivt = wv2= 0
(3): 4 = 4 < 5 ok Inte aktivt = wv3= 0

Utnyttja nu att 1 # 0 och x5 # 0 i punkten Z, och att vo = v3 = 0.

(21)1—1—1)2—61)‘(61 = 0, = 2u 281}

(Ul—UQ—FUg—Cg)'xQ = 0, = V1 = Cy

Vi far att co = v1 > 0 och att ¢; = 2v7 > 0, samt att ¢ = 2¢s.

c) Inre punkt = YU ajw; < b, i=1,....,m, x;>0,j=1,...,n

n

(P) max z = ch:pj

j=1
n
da Zaijxj < bz, iZl, ,m
j=1
zj 2 0, jg=1,...,n
m
(D) min w= wai
i=1
m
da Zai]"Ui > ¢j, ]:1,. ,n
=1
v; > 0, i=1,...,m
Komplementvillkoren:
n
(Zaij:cj—lh')-vi =0 = v=0, 1=1, ,m
j=1
20
n n
<Zaijvi—cj>-:pj =0 = cj:Zaijvia 1=1,....m
j=1 #0 j=1
Eftersomv; =0, i = 1,...,m foljer att ¢; =0, j = 1,...,n. For att en inre punkt ska

kunna vara optimal sa& maste alltsa malfunktionen vara konstant, dvs. att samtliga
tillatna punkter &r optimala.
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Uppgift 4.
Kanslighetsanalys.

a)

b)

d)

Oka hogerled (syavdelningen) med 60 steg, fran 720 till 780. Intervallet #r [682.5, 728],
alltsa en dndring utanfor intervallet. Vi kan 6ka med (728 — 720) = 8 steg inom
intervallet, skuggpriset d4r 5 (inom intervallet), vilket ger f6ljande analys.

e Worst case: 0Okning inom intervallet, 8 - 5 = 40.

e Best case:  Okning hela vigen med samma skuggpris, 60 - 5 = 300.
Vinsten okar alltsa inom intervallet [40, 300], dvs. zyn, € [3640, 3900 ].
Oka malfunktionskoefficient (for HB) med 4 steg, fran 30 till 34. Intervallet r [30, 32],

alltsa en dndring utanfor intervallet. Den aktuella baslésningen &r dock tillaten, d&ven
om #ndringen gar utanfor. Det tillverkas 20 stycken handbollar, vilket ger att:

e Worst case: 0Okning hela vigen, 4 - 20 = 80.

e Best case:  gar inte att sdga hur mycket béttre det blir i ny baslosning.

Vinsten okar alltsa som minst med 80, dvs. z,, > 3680.

Basvariabler xp = {zup, xBB, s3} och icke-basvariabler z = {zpp, $1, s2}.

8 10 0 7 10
L= (30,40,07, & =(25,007, B=|6 8 o, N=|5 01
3 2 1 400

Nej, ty icke-basvariabel zrg har reducerad kostnad = 0, vilket betyder att det finns
alternativa optimallosningar.
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Uppgift 5.

Illustrera problemet grafiskt och ta fram gradienter for alla bivillkor och fér malfunktionen.

Malfunktionen dr okénd, sa Vf(x) =7 Bivillkorsgradienter och teckenkrav:

T (22 -2
A Vgi(z) = (2372—&—2)’ vy >0
4
W Voale) = (1> 0 >0
T 1
A 1
z Vgs(z) = ( ) , v3 =0
7 (2) QCEQ
3) @) Vga(z) = ( (1) > ) vg <0

a) I punkten z = (0, —2)7 ser vi att bivillkor (3) och (4) aktiva, och vi vet att mal-
funktionsgradienten i punkten #r Vf(Z) = (=2, —1)7. Rita ut Vg3(z), ty <-villkor,
och —Vg4(Z), ty >-villkor, och undersék om V f(z) tillhor konen.

Berdkna Vg3(Z) och Vg4 (Z):

Vas(7) = (_1) Vau() = (;)

Da V f(z) tillhér konen som spanns upp
av bivillkorsgradienterna till de aktiva
Vg3 (%) bivillkoren sa har vi visat att punkten Z
uppfyller KKT-villkoren!

b) Avgér om punkten & = (3, —1)7 dr en KKT-punkt algebraiskt. Utifran ett grafiskt
resonemang ar det enkelt att se vad som kommer att hénda.

Vi ser att bivillkor (1), (2) och (3) &r aktiva i
punkten, och att motsvarande gradienter bildar

Vi@ en kon som malfunktionsgradienten V f(z) inte
tillhor.
ng (i)
Aterstar nu att visa detta algebraiskt.
z
Vgl(i)
Vgs(2)
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d)

Undersok algebraiskt vilka bivillkor som #r aktiva i punkten & = (3, —1)7.

1. Primal tilldtenhet 2. Komplementaritet

a@) = B-12+(-1+1)%? = 4 < 4 ok Aktivt = v =7
g2(2) = 3+(-1) = 2 < 2 okl Aktivt = wvy= 7
gs(z) = 3+ (-1)2 = 4 < 4 ok Aktivt = wv3= "7
g94(2) = 3= 3>0 ok Inte aktivt = wv4= 0

Vi berdknar Vg1 (z), Vga(Z) och Vg3(Z), och sétter upp den duala tillatenheten.

2
3. Konen: 2 vy 4 +ug- 1 +v3- 1 -
3 0 1 -2 3

Fran andra ekvationen far vi att vo = 3+ 2vg > 0 eftersom vg > 0, sa allting &r ok sa
langt. Men om vy substitueras in i férsta ekvationen far vi att 2 = 3 4 4v; + 3vs, och
eftersom bade v; > 0 och v > 0 &r detta omdjligt. Alltsa ér & inte en KKT-punkt.

4vq + v + v3 }

Vg — 2’1}3

Vi vet att for konvexa problem sa dr ett lokalt optima dven globalt, vilket gor att det
finns som mest en KKT-punkt. Fran deluppgift a) vet vi att z dr en KKT-punkt,
och eftersom punkten Z ocksa dr en KKT-punkt sa kan problemet inte vara konvext.

Borja med att ta fram gradienten och Hessianen for f(x), samt rikna ut vad dessa
blir i punkten z(® = (1,0)7.

o 2:1711}2—4 i 2.’1?2 2.’)31 0)y _ —4 0)y _ 0 2
vf(x)_<x%+2x2—5>’ H(x)_<2:c1 2 ) Vil )_<—4>’ H(z )_<2 2)

Anvind Newtons metod, bérja i punkten ().

o s a2 2)(2) - ()
D = 2O 4t dyu = ((1)>+t<(2)> - <21t>
Vi far att f(t) = (1)2-(2t)+(2t)2—4'(1)_5'(2t) — 428 —4
fit) = 8t-8 = t'=1 = 20=1,2)7

Eftersom V f(z() = (0,0)7 har vi hittat en stationir punkt efter forsta iterationen.

For att visa att detta dr ett lokalt minimum maste vi undersoka om Hessianen &r
positivt definit i den aktuella punkten.

x =
2 2 Ay=4-2-2.2=4>0

Hessianen &r alltsa positivt definit, vilket betyder att f(x) &r strikt konvex i en
omgivning till 21, och eftersom V f(z(1)) = 0 maste (1) vara ett lokalt minimum.



