TAOP52 Losningsforslag Tentamen 30:e oktober 2018

Losningsforslag till Tentamen i TAOP52 den 30:e oktober 2018

Uppgift 1.

a) Variabeldefinitioner:
xz;+ = antal enheter av produkt ¢ som tillverkas under vecka ¢

L;; = antal enheter av produkt 7 som finns i lager i slutet av vecka ¢

Modell:

T T
- p L
min z = E E CitTit + E E cirLit

el t=1 el t=1
da oy < My, t=1,...,T
i€l
Lign+xyp—dy = Ly i€l t=1,...,T
Li,O = LY 1e1

ZLi,T > K

i€l
Tit > Z€I7t_ y 7T
Ly > iel, t=0,...,T

b) Utoka modellen med f6ljande bivillkor.

Zivit > 22901-,5, t=1,...,T

1€l i€ls

c) Denna utokning kriver foljande steg:

e Infoér en ny variabel.

Bj; = antal enheter av produkt ¢ som &r backlog i slutet av vecka ¢

e Ersitt det ursprungliga lagerbalansvillkoret med féljande bivillkor. Den
nya variabeln kan tolkas som att man “lanar fran framtida lager”.

Lit1+ it —dit + Byt = Lyt + Big—1, vel, t=1,...,T
e Det kravs dven bivillkor som definierar start- och sluttillstand for Bj;.
By = 0, t=1,...,T
Bir = 0, t=1,...,T
e Slutligen, utoka malfunktionen med en extra term.

T
+ Z Z CgBit

el t=1



TAOP52 Losningsforslag Tentamen 30:e oktober 2018

Uppgift 2.

a) Rita upp det tillatna omradet.

x2

Optimallsningen hamnar i extrempunkt D, dvs. z* = (3,5)7 och det optimala
malfunktionsvérdet dr z* = 1-34+3-5 = 18.

b) Vi utokar modellen med slackvariabler (skriv om problemet pa standardform) och
16ser med Simplexmetoden.

bas zZ X1 X9 81 Sg 83 b

z 1 -1 -3 0 0 0 0 (0)

ss | 0 1 1 1 0 0| 8 (1) ink
ss | 0 2 0 1 0| 2 (2 utgss
S5 0 0 0 0 1 5 (3)

P 1 -1 0 0 0 3] 15 (0

s1 0 0 1 0 -1 3 (1) inkiay
So 0 1 0 0 1 2 12 (2) utg: s1
x| 0 0 1 0 0 5 (3)

z 10 0 1 0 2 18 (0) optimum:
21 | 0 1 0 1 0 -1] 3 (1) 2=(3,5T
ss | 0 0 0 -1 1 3| 9 (2 =18
@ | 0 0 1 0 0 1| 5 (3

Optimallsningen &r * = (3,5)7 och det optimala malfunktionsvirdet &r 2* = 18.
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¢) Enligt optimaltablan i deluppgift b) &r s1 och s3 icke-basvariabler. For bivillkor (1) &r
ursprunglig variabel x; “slackvariabel”, och motsvarande slackvariabler i bivillkor (2)
och (3) dr sy respektive zo. Tag alltsa bort dessa variabler (x1,s2,x2) och teckna
motsvarande LP-problem.

max 2z = 18 —s; — 2s3
da s1 — s3 < 3 (1) [21 ]
—-s1 + 3s3 < 9 (2 [ s2]
s < 5 (3) [ 2]
st , s3 =2 0

e [llustrera detta nya LP-problem och 16s det grafiskt.

S3

v2—<_1> D /E

Optimallosningen hamnar i origo (vilket svarar mot extrempunkt D) och det
optimala malfunktionsvérdet &r z* = 18 —=1-0—2-0 = 18.

e For att bestimma hur extrempunkterna i figuren ovan hinger ihop med extrem-
punkterna ifran uppgift a) giller det att (som vanligt) avgora vilka variabler
som &r bas respektive icke-bas i varje punkt.

Punkt | Aktiva bivillkor TN B Punkt i (21, 2z2)-rummet
A (1) och (3) {z1,22} | {s1,52,53} (
(2) och (3) {s2,x2} | {z1, 51,83} (2,0)
(2) {s1,50} | {w1, @2, 83} (6,2)"
(3,5)
(0,5)

- {81,83} {3317332,82}
(1) {x1,s3} | {@2,51,52}

T QW

[Det vi har gjort &r alltsa att betrakta det tillatna omradet utifran den aktuella
baslosningen. Vi tolkar denna punkt som origo och de olika koordinatriktningarna
svarar nu rakt av mot méjliga inkommande basvariabler.

Notera att malfunktionskoefficienterna i detta problem svarar mot de reducerade
kostnaderna i simplextablan. Hir har vi ett maximeringsproblem, och att d& ha
negativa malfunktionskoefficeinter (reducerade kostnader) svarar mot att origo (den
aktuella baslosningen) &r optimal.|
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Uppgift 3.

a) For att bestdmma allt som &r obekant nystar vi upp problemet. Ett bra sétt att
komma igang dr att beskriva det primala problemet (P) pa matrisform.

2 -5 0 3
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|

1 0 1 -1

Det duala problemets bivillkorskoefficienter beskrivs av AL, vilket direkt ger oss
att parameter a = —5. Vidare &r malfunktionsvektorn fran det primala problemet
densamma som det duala problemets hogerled, vilket ger sambandet b = ¢ mellan de
okénda parametrarna.

For att Z och v ska vara optimala i respektive problem maste foljande vara sant:

e 7 tillaten i (P) och v tillaten i (D).
e T och v uppfyller komplementvillkoren.

e Stark dualitet géller, dvs. 2(Z) = w(?).

Betrakta malfunktion, primal tillatenhet och komplementvillkoren for z = (—1,8,0)7.

z = 10-(-1)—1-(8)+5-(0) = —18
biv.l: 2-(=1)—5-(8) =—-42 < 3 okl = o1 =0 p.g.a. kompl. ok!
biv.2: 1-(-1)+1-(8)+2-(0) = 7> b va2#0 = b=7 p.ga. kompl
biv.3: 1-(-1) +1-(0) = -1 <-1 okl

—1<0, 80, 0 Rl 0 ok!

Och sen samma sak for o = (0, —1,11)7 i det duala problemet.

w= 3-0)+c-(-1)—1-(11) = —-11-¢

biv.l:  2-(0)+1-(=1)+1-(11) = 10 < 10 ok!

biv.2: —5-(0)+1-(—1) = -1 > -1 ok

biv.3: 2.(-1)+1-(11)= 9 R2 5 = R2=%3>"

0<0, —1<0, 11>0 ok!

Stark dualitet ger att z = w, dvs. —11 —¢= —18 = ¢ =7, vilket stAmmer Gverens
med att b= 7.
Slutligen, da R2 = “ > 7 &ar kdnd kan vi &ven bestdmma relationen R1.

e Det duala problemet dr ett min-problem
e Tredje bivillkoret ar ett >-villkor, alltsa normalform

e Det betyder att den tredje primala variabeln (x3) ska ha teckenkrav
pa normalform, dvs. R1 = “ > 7.
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b) Vi borjar med att notera att endast mingderna i) och i) &r konvexa.

Ett linjart bivillkor ger upphov till antingen en linje (likhetsvillkor) eller ett halvrum
(olikhetsvillkor), och bada dessa méngder dr konvexa.

Vi vet att snittet av konvexa méngder ocksa &r en konvex méingd, och saledes ar det
inte mojligt att beskriva méngd i) med hjilp av linjira bivillkor.

Z) X2
—2r + x < 2 (1)
@ B+ om <5 (2)
(1) - L (3) 1 < 4 (3)
X 21, x> 0
/ | N 1
i) x2
(1) II //' _3.ZU1 + T2 S 0 (1)
3 T — 25 < 0 (2)
//// r1T — To < 1 (3)
27 (2)
zn , x2 > 0
// ‘ xl
@)
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Uppgift 4.
Kaénslighetsanalys.

a)

b)

Oka hogerled med 4 steg, fran 10 till 14. Intervallet #r [8, 11], alltsa en #ndring utanfor
intervallet. Vi kan ¢ka med (11 — 10) = 1 steg inom intervallet, skuggpriset &r 0.5
(inom intervallet), vilket ger foljande analys.

e Worst case: 0Okning inom intervallet, 1-0.5 = 0.5

e Best case:  Okning hela vigen med samma skuggpris, 4 - 0.5 = 2

Vinsten okar alltsa inom intervallet [ 0.5, 2 ].

Berikna det giltiga intervallet for malfunktionskoefficient ¢, med hjélp av formeln for
reducerad kostnad, 57]\} = c% — chle . Kravet &r att aktuell baslosning ska forbli
optimal, dvs. 6% < 0 eftersom vi har ett maximeringsproblem.

Fran optimaltablan kan vi identifiera att basvariablerna &r xp = {x1,x2,s3} och
att icke-basvariablerna ar xy = {s1, s2}, samt matrisen B~'N. Slackvariablerna har
malfunktionskoefficenter 0, och fran resultatutskriften kan vi hitta det ursprungliga
vardet for malfunktionskoefficient ¢;. Det vi s6ker nu ar grénser for cs.

Vi far alltsa att ¢}, = (0,0)7, ¢k = (3,¢2,0)7 och B~!N enligt det som star i
optimaltablan pa bivillkorsraderna i kolumnerna under icke-basvariablerna.

1.5 -0.5
Ck = A—CEBTIN = (0,00 = (3,0,0) | —2 1
-3 1

= (0,0) = (4.5—2cs, —1.5+¢3) = (20— 4.5, 1.5—¢c3) < 0

vilket ger tva olikheter som resulterar i 1.5 < ¢o < 2.25. Detta stimmer bra mot
resultatutskriften som anger att intervallet for co dr [ 1.5, 2.25 |.

Ett nytt dualt bivillkor, 2v; + awvs 4 3vs > 2, svarar mot en ny variabel i det primala
problemet. Vi kan anvinda formeln ¢,y = ¢y — vTany for att rakna ut reducerade
kostnaden for den nya variabeln. For att det optimala malfunktionsvérdet inte ska
paverkas maste ¢,y < 0.

Hogerledet i det nya duala bivillkoret &r detsamma som ¢,y och bivillkorskoefficien-
terna svarar mot a,y. Vi hdmtar den aktuella duallésningen fran optimaltablan och
berédknar

Cny = Cny —0lany = 2 — (0.5,0.5,0)(2,a,3)T
= 2 - (1405a+4+0) = 1-05a < 0

vilket ger att o > 2.

[Motsvarande berdkningar i det duala problemet &r att vilja o sa att den aktuella
duallosningen fortfarande ar tillaten: 2-0.54+a-0.54+3-0 = 1+0.5a > 2. Detta
ger givetvis samma svar, att a > 2.]
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Uppgift 5.

Illustrera problemet grafiskt och ta fram gradienter f6r alla bivillkor och fér malfunktionen.

/\<_1>+(1—)\)<4)
2 2

[ 4-5x

B 2

Bivillkorsgradienter och tecken-
krav for multiplikatorerna:

1
2x1 , U1 SO
-1

1
Vgg(l') = (2:6 >; UQZO
2

Vi(z)

Vai(z)
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I
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a) Mingden ir icke-konvex. Vilj t.ex. () = (=2,1)T och 3 = (2,1)7.

e Kontrollera att dessa punkter &r tillatna:

gizM) = Y-22-1=0>0 , g(z?) = 12%?-1=02>0
gpzV) = (=2)+(1)? = -1 <3 , @?) = 2)+(1)? =3 <3
gaz) = (=2)+1 = -1 <3 , g=?) = (2)+1=3<3

e Konvexkombinera, z(A) = Az 4+ (1 — A)z?), med t.ex. A = ;=

z(A) = 1(=2,1)T + 3(2,1)T = (0,1)7, och g1(z(X)) =0—1=—1#0.

Vi har visat att ()\) inte &r tilliten dd A = 3, alltsd 4r méngden icke-konvex.

b) Rita upp gradienter fér malfunktionens tva delar, samt alla aktiva bivillkorsgradienter
i punkten Z.

Endast bivillkor (2) ar aktivt, och dess
multiplikator har teckenkravet vy > 0.

Med endast ett aktivt bivillkor maste
Vf(z) || Vg2(2) gilla, men det &r inte
mojligt da A € [0, 1].

Alltsa kommer punkten & aldrig att bli
en KKT-punkt.




TAOP52 Losningsforslag

Tentamen 30:e oktober 2018

c) Undersok vilka bivillkor som &r aktiva i punkten z = (2,1)7.

1. Primal tillatenhet

2. Komplementaritet

d)

g(z) = 2(22-(1) = > 0 ok! Aktivt = uv="7
g2(z) = 2+ (1)2 = < 3 okl Aktivt = wvy= 7
g3(z) = —(2)+(1) = -1 < 3 ok! Inte aktivt = w3 = 0

Vi beréknar Vf(z), Vg1(Z) och Vga(Z), och sitter upp den duala tillatenheten.

45\ 1 1 vo=2-9\ <o
3. Konen: = vy - + g - =
2 -1 2 vy = 232 > 0
Los ut for A vilket ger att % <A< g. Men eftersom A € [0,1] = % <A< 1.

Att endast bivillkor (1) far vara aktivt implicerar féljande:

e go(z) < 3 och g3(x) < 3 (inaktiva, men punkten x maste vara primalt tillaten)

e gi(z)=0 = $2:il’%, vy <0

Satt upp den duala tillatenheten.

4 — 5\ 1
Konen: = vy - 2%l
2 -1 (1)
vy = —2 § 0 ok! 3
N 1 3) (2)
1 = 5A—4 = xp=1(5A—4)? Azo//

Kandidater till KKT-punkter som funktion av A: x(A)

T

(4-5X) 16X —4)2)T.

Dessa punkter foljer bivillkor (1). For varje saidan punkt gar det att beskriva V f(x)
mha. den aktiva bivillkorsgradienten, v; = —2 samt ett lampligt val av A € [0, 1].

Speciellt kan vi notera att for A = 0 far man en tillaten punkt, medans for A = 1 far
man en otillaten punkt. Vi ser i bilden att om z1 > —2 sa kommer 6vriga krav att

vara uppfyllda, dvs. att ga(z) < 3 och g3(x) < 3.

For att hitta gréansen for A kan t.ex. g3(z(A)) < 3 anvéndas. (Vi ser i figuren att
bivillkor (2) inte &r begrinsande.) Enklast dr dock att utnyttja kravet att =1 > —2.

z1(A) = BA—4 > -2 = X >

2
5

Slutsats:

Samtliga KKT-punkter dir endast bivillkor (1) dr aktivt ges av

2
), Zoa<1

diar vy = —2 och v9 = v3 = 0.



