TAOP52 Losningsforslag Tentamen 21:a augusti 2018

Losningsforslag till Tentamen i TAOP52 den 21:a augusti 2018
Uppgift 1.

a) Variabeldefinition: x; = antal poing till uppgift i,i=1,...,3

Malfunktion: max z = 0.5x1 4+ 0.4x9 + 0.3x3
Bivillkor: x1 + xe +x3 = 100  [totalt 100 podng]
1 > 20 [min-krav uppgift 1]
) > 20 [min-krav uppgift 2]
3 > 30 [min-krav uppgift 3]
0.25z1 + 0.5z9 +0.523 > 40 [“svara” podng]
1, T2 , x3 > 0 [Teckenkrav]

b) Bestdm den punkt som tillhor det skuggade omradet vars minsta slackavstand till
nagon av de avgridnsande linjerna &r sa stort som mdojligt.

T2

1
Variabeldefinition: y = virdet pa den minsta slackvariabeln.
max 2z = Y
da y < s , i=1,...,4
—x1 + 229 + S = 2 (1)
2x1 + 3x9 — S92 = 6 (2)
2x1 + x9 + s3 8 (3)
€T — S84 =0 (4)
ry , ®2 , 81,8 ,s ,8 =0
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Uppgift 2.

a) Rita upp det tillatna omradet.

) = (1)

(3) N

b) Vilj en inkommande variabel med “felaktig” reducerad kostnad, fér ett maximerings-
problem innebir det en negativ reducerad kostnad varfor s, maste bli inkommande.

bas zZ  T1 X2 S1 So S3 S84 b

z 1 0 0 0 25 —-15 0 17 (0)

1 0 1 0 0 0.5 05 0 5 (1) ink: s9

X2 0 0 1 0 05 —-05 0 3 (2) utg: s1

51 0 0 0 1 -1 0 8 (3)

54 0 0 0 0 05 1.5 1 9 (4)

z 1 0 0 —-1.25 0 -025 O 7 (0) minimum:
1 0 1 0 -025 O 07 0 3 (1) zr =3, 17T
T 0 0 1 -025 0 —-025 O 1 (2) ZEin =17
59 0 0 0 05 1 —-05 0 4 (3)

S4 0 0 0 -025 0 17 1 7 (4)

Malfunktionsvardet minskar givetvis eftersom vi valde en inkommande variabel med
negativ reducerad kostnad.
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c)

d)

Vilj korrekt inkommande basvariabel, men vélj utgaende basvariabel “felaktigt”.
Vilj dock ett positivt pivotelement.

bas zZ X1 X2 81 S S3 S84 b

z 1 0 0 0 25 —15 0 17 (0)

T 0 1 0 0 05 [05 0 5 (1) ink: ss
Ty 0 0 1 0 05 —05 0 3 (2)  utg: x
51 o 0 0 1 2 -1 0 8 (3)

54 0 0 0 0 05 15 1 9 (4)

z 1 3 0 0 4 0 0 | 32 (0)  otillatet
53 0o 2 0 0 1 1 0 10 (1)

T 0 1 1 o0 1 0 0 8 (2)

51 0 2 0 1 3 0 0 18 (3)

54 0 -3 0 0 -1 0 1| —6 (4)

Vi valde en inkommande variabel med positiv reducerad kostnad, vilket gor att
malfunktionsvirdet ckar. Diaremot, eftersom vi valde utgaende basvariabel felaktigt
hamnar vi i en otillaten baslosning.

Att vi anvinde ett positivt pivotelement gor att vi ror oss bort fran bivillkor (3) i
ratt riktning, dvs. den inkommande basvariabeln far ett positivt virde.

Vilj korrekt inkommande basvariabel, men vilj utgaende basvariabel “felaktigt”.
Vilj dock ett negativt pivotelement.
bas zZ T1 X2 81 89 83 84 b
z 1 0 0 0 25 -—-15 0 17 (0)
x| 0 1 0 0 05 05 0 5 (1) ink: s
z | 0 0 1 0 05 0 3 (2)  utg o
s1 0o 0 0 1 2 -1 0 8 (3 (alt. s1)
Sq 0 0 0 0 0.5 1.5 1 9 (4)
z 1 0 -3 0 1 0 0 8 (0) otillatet
1 0 1 1 o0 1 0 0 8 (1)
S5 0 0 -2 0 -1 1 0| -6 (2
ss | 0 0 -2 1 1 0 0 2 (3)
S4 0 0 3 0 2 0 1| 18 (4

Vi valde en inkommande variabel med positiv reducerad kostnad, men eftersom vi
valde utgaende basvariabel felaktigt hamnar vi i en otillaten baslésning.

Att vi anvénde ett negativt pivotelement gor att vi ror oss bort fran bivillkor (3)
i fel riktning, vilket leder till att malfunktionsvirdet istéllet minskar, samt att den
inkommande basvariabeln far ett negativt vérde.

(Vid val av utgaende variabel gar det att vélja s; istéllet for zo. D4 hamnar man i
punkten (9, —1)7 istillet, men slutsatserna ovan dr samma.)
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Uppgift 3.

a)

b)

d)

Oka hogerled, 230 till 280, #ndring inom intervall. Skuggpriset 22 giller alltsa hela
vagen, vilket ger en 6kad vinst pa 50 - 22 = 1100 kr.

Minska forséljningspriset for pizzabitar av sort 5, malfunktionskoefficienten minskar
fran 120 till 108, vilket &r en dndring inom intervallet (undre gréins 44). Baslosningen
forblir alltsa densamma, vilket betyder att man fortfarande kommer tillverka 5 pizzor
av sort 5, dvs. 30 bitar. Detta leder till en minskad vinst pa 5-12 = 2 - 30 = 60 kr.

Ytterligare 1 pizza i den vedeldade ugnen, det betyder att hogerledet ckar fran 120 -
8 = 960 till 120 - 9 = 1080. Ovre griinsen pa intervallet &r dock 984, vilket gor att vi
kan oka med (984 — 960) = 24 steg inom intervallet. Skuggpriset inom intervallet &r
5.5, vilket ger foljande analys.

e Worst case: 0Okning inom intervallet, 24 - 5.5 = 132

e Best case: o0kning hea vigen med samma skuggpris, 120 - 5.5 = 660

Vinsten okar alltsa inom intervallet [132,660].

Vi ska rikna pa en ny variabel, bestimma vilken malfunktionskoefficient den maste
ha for att bli lonsam. Kostnaden for denna nya variabel beror dock pa hur mycket
av de olika exklusiva ravarorna vi véljer att ha med pa pizzan.

Ny variabel, vi kan anvéinda formeln ¢,, = cny—vTany for att rakna ut dess reducerade
kostnad. Problemet dr att vi inte vet exakt vad alla koefficienter i vektorn a,y, ska
vara, mingden ravara av respektive sort dr dnnu inte bestdmt. Ansétt foljande:

Cny = Cny —0lany = cny — (5.5,0,22,24,19,0) - (6,0,a3,a4,as,0)”
= oy — (334 22a3+ 24a4 + 19as5 )

Vi maste nu bestimma méingden for varje ravara (as, a4, as), med malsidttningen
att totalkostnaden for alla ravaror blir sa lag som mdojligt. Vi formulerar detta som
ett optimeringsproblem.

min z = 22asz+ 24a4 + 19as5 = Optimum:

da as+a4+as > 8 ¥ =171
1 < a3 <6 as =3
2 <ag < 4 ay =2
0 <as <3 as =3

Problemet gar att losa pa lite olika vis, t.ex. med simplexmetoden. Enklast ar att
16sa problemet genom att “girigt” fylla pa med ravaror tills man far ihop 8 enheter.
Da as ar billigast, valj s& manga som mojligt. Da a4 dr dyrast, valj sa fa som mojligt.
Krav att as > 1, men ag &r béittre dn ayq. Det billigaste sittet att uppfylla alla krav
ar att vilja ag = 3, ag = 2 och a5 = 3, vilket ger en total kostnad pa 334+ 171 = 204.

Vi far kravet att ¢,y > 204 = 6 - 34 for att den nya pizzasorten ska bli lonsam. Med
ett forséljningspris pa 34 kr per pizzabit gar det precis jamnt upp.
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Uppgift 4.
En illustration av det primala problemet. T2 Vs — ( 4 >
3
a =4 + 3
max z T X9 ) \(
da r1 -+ o < 6 | vy >0
1 + 229 < 8 | vg >0 3)
r1y — T < 2 ‘ V3 > 0 (2) "
1
ry o, wx2 =2 0
a) Punkten v = (2,1,1)7 #r tilliten i det duala problemet.
min w = 6v; + 8uy + 2uv3 Dualt tillaten:
da v, + wo 4+ vy > 24141 =4 > 4
vy + 2v9 — vy > 242-1-1 =3 > 3
U1 5 V2 5 U3 2 UiZ 0, 121,2,3

b)

Betrakta nu komplementvillkoren for punkten v.

111-(:51—1—1‘2—6) = 0, 11#0 = x1+ 12 = 6
v2~(x1+2x2—8) = 0, Ug#0 = x1+2x2 = 8
U3‘(I17I272) = 0, 1_23#0 = T — To = 2

Ekvationssystemet ger att z1 = 4 och xo = 2, vilket &r en primalt tillaten 16sning.
Vi har en dualt tillaten 16sning, och dess komplementira primala 1osning dr ocksa
tillaten. Det betyder att o = (2,1,1)” #r optimal. (Och likasa ér # = (4,2)” optimal.)

Det primala problemet pa standardform.

max 2z = 4x1 + 3z9

da r1 + T2 + 8 = 6
1 + 2x9 + s9 = 8
T1 — X9 +s3 = 2
r@n o, x2 ,8 ,S8 ,s8 >0

I punkten Z = (4,2)7 #r alla bivillkor aktiva, vilket ger att s; = so = s3 = 0.

Problemet har 3 bivillkor, alltsa behdvs 3 basvariabler, men endast tva variabler ar
strikt positiva (x1 och z2). Vilken som av de tre slackvariablerna fungerar som den
sista basvariabeln, och foljande uppséttningar av basvariabler &r baslésningar som
beskriver .

{.’I}l,l’Q,Sl} ) {xlaanSQ} P {l’l,[EQ,Sg}

Dessa ar degenererade baslGsningar.

Bivillkor (1) kan skrivas som en positiv linjarkombination av bivillkor (2) och (3).
Vill att Aq[z1 + 222 < 8] + Ag[x1 — x2 < 2] = [x1 + 22 < 6], matcha koefficienterna:

1 AM-l+X1 =1
T AM-24X-(-1) = 1 p= M=% =1 = (1) = 2(2) + 1(3)
HL: AM-8+X-2 = 6
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Uppgift 5.

Vi borjar med att ta fram gradient och Hessian fér f(x), samt Hessianens invers.

Xr1 — Tg — 2 1 -1 1 2 1
Vi(z) = , H(z)= , H —
J(@) (—.731 + 2x9 + 5) () (—1 2 ) (@) ( 1 1 )
Vi noterar att H(x) dr positivt definit, ledande underdeterminanter det h;y = 1 > 0 och
dethy =1-2—(—1)-(—1) =1 > 0, vilket betyder att f(z) ar en strikt konvex funktion.

a) Eftersom f(x) dr strikt konvex finns ett unikt lokalt optimum, som da ocksa dr globalt
optimum. Anvind Newtons metod, bérja i punkten z = (1,1)7.

(1))
oo = (D)(2) - (2)

Eftersom V f(z(M) = (0,0)7 &r vi klara efter forsta iterationen.

dvuy = —H Y2)Vf(x)

Il
|
AN V)
~_

b) BL med intervallhalvering, bérja i punkten & = (0, —3)7.

dgr = -Vf&) = - <_1 ) = (1 )
(t) = 2O ftdg, = (_2 ) +t- <_1> = (;’;)

Vifaratt f(t) = 22+t - (t—3)+ (t—3)2+2t+5(t—3)
fl(t) = t+20—3+20—6+2+5 = 5t—2

Borja med att bekrifta att intervallets &ndpunkter ger oss olika tecken pa derivatan.

(0 =-2<0, f(1)=51-2=32>0
Intervallhalveringen blir: [Notera att f/(t) =0 = t* =2 =0.4]
k a m b ‘ b—a ‘ f(m)
0 0 0.5 1 1-0 =1>0.3 5:05-2=05>0
1 0 0.25 0.5 05—-0 = 05>0.3 5-025-2=-075<0
2 0.25 0.375 0.5 0.5—-025 = 0.25<0.3 Stop!

Efter tva iterationer dr intervallet [0.25,0.5] och dess ldngd &r 0.25 < 0.3. Avbryt och
satt ¢ = 0.375 = %, mittpunkten pa intervallet. Ny punkt blir M =20 4 ¢.dp;,

o 0 3 —1 _ 3 1 L) _ 2
= () () =) e (7))

Den nya punken ér inte optimal ty ||V.f(zM)|| > 0.

=
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c¢) Vi illustrerar problemet grafiskt och tar fram gradienterna for bivillkoren. Skriv om
bivillkor (3) till ett <-villkor.

(1): (21 —3)2—xy < 2, (2): 1 — 229 < 5, (3): —xp + a3 < -1,
g1(z) g2(x) gs(x)

()
3) Vgs(z) = (;@)

For att bevisa att Z &r globalt optimum till problemet behtver vi gora tva saker:

e Visa att problemet dr konvext

e Visa att punkten z uppfyller KKT-villkoren.

Problemet ar konvext:

Vi har ett minimeringsproblem, vill alltsa visa att f(z) &r en konvex funktion (vilket
vi redan har gjort) och att det tillatna omradet &r en konvex méngd. Vi utnyttjar
satsen att méngden {z : g(x) < b} ar konvex om funktionen g(z) &r konvex.

Alla tre funktioner, g1(z) = (21 — 3)? — 22 = 23 — 621 + 9 — 22, g2(2) = 21 — 272 och
g3(r) = —x1 + 23 #r konvexa (positiva kvadrattermer och linjira termer).

Punkten 7 ar KKT:

Visa att punkten Z = (2, —1)7 &r en KKT-punkt, dvs. kontrollera primal tillitenhet,
komplementaritet och dual tillatenhet.

1. Primala tillatenhet 2. Komplementaritet

(1): (=12 —-(-1) = 2 < 2 ok Aktivt = v =7
(2): 2—-2(-1) = 4 < 5 ok Inte aktivt = wvy= 0
(3): 2+ (=12 = -1 < -1 ok Aktivt = wv3= "7

Vi beriknar Vf(z), Vg1(Z) och Vg3(Z), och sitter upp den duala tillatenheten.

1 -2 -1 v = —
Konen: =y - +v3 - =
1 -1 -2 vy = —

Da vi har ett minimeringsproblem och <-villkor blir teckenkraven v; <0, i = 1,2, 3.
Punkten Z uppfyller sdledes alla KKT-villkor med v = (—%, 0, —%)T.

< 0 ok!
< 0 ok!

Wl W=

Slutsats:
Vi har en KKT-punkt i ett konvext problem = z* =z = (2,—1)%.



