TAOP52 Losningsforslag Tentamen 30:e maj 2018

Losningsforslag till Tentamen i TAOP52 den 30:e maj 2018

Uppgift 1.

a) Variabeldefinition:

x; = antal pizzor av sort ¢ som tillverkas, i =1,...,5
Malfunktion:
max 2z = 6-(25x1 + 2229 + 20x3 + 1524 + 20x5)
Bivillkor:
6 (x1 + z2) < 120-8 [vedeldad ugn]
8 (x3+ x4 + x5) < 120-8-2  [vanliga ugnar]
lx1 + 529 + 023 + 34 + 225 < 400 [Ravara 1]
0x1 + 229 + 5x3 + 1y + 025 < 130 [Ravara 2]
521 + 3x9 + 0z3 + 0x4 + 425 < 300 [Ravara 3]
64 > 60 [Krav sort 4]
x1, X2, X3, T4, Ts > 0 [Teckenkrav]

b) Optimistisk skattning. Om bivillkoren géllande de exklusiva ravarorna tas bort aterstar
foljande krav:

e For 1 och x9: 6 (r1+22) <120-8 = 21+ 22 <20-8=160.
Da ¢; = 25 > 22 = ¢9, tillverka endast 7y =— x1 = 160, 29 = 0.

o For zg,xqgoch x5: 8- (z3+ x4+ 15) <2-120-8 = x3+ x4+ x5 < 240.
Da ¢y = 15 < 20 = ¢3 = c5, tillverka sa fa x4 som mojligt =— x4 = 10.
Tillverka sedan sa manga x3 (eller x5) som mojligt =  x3 = 240—10 = 230.

e En optimistisk skattning ges av z§pr = (160,0,230,10,0)T
—  Zpp = 6-(25-160+20-230 + 15 10)
6 - (4000 + 4600 + 150) = 6-8750 = 52500

Alltsa, 2* < 52500.
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Uppgift 2.

a) Illustrera problemet grafiskt.

T2

(1) och (3)

- .

b) Problemet omskrivet pa standardform:

max z= 4x1 + x9

da r1 + x2 4+ s = 8 (1)
3r1 + w2 — 89 = 6 (2
—r1 4+ X9 + 53 = 2 (3)
T1 — 29 4+ 54 = 2 (4)
r , ® , s$1 , S2 , S3 , sS4 = 0

Villkor (1) och (3) skérs da z; = 3 och x2 = 5. Vidare maste s; = s3 = 0, och
s9 = 8 och s4 = 10. Basvariabler ér alltsa xp = {x1, x2, s2, s4} och icke-basvariabler
ar zy = {s1,s3}.

d) Det tillatna omradet kan beskrivas med hjilp av dess extrempunkter.

e () (5) () (3)

MAA+A3+2 =1, A, A, A3, >0
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c) Simplextablan for godtycklig bas xp &r uppbyggd pa foljande sétt,

bas | z TR TN b
z |1 0 -k cEB~1b
zg | O I BN B~

dar E% = c% — C}_SB_IN ar den reducerade kostnaden.

Vi vet att xp = {x1, z2, S2,54} och xy = {s1,s3} da bivillkor (1) och (3) skérs.
Rakna fram alla storheter som behovs.

Ursprungsdata:
1 1 0 0 1 0 8
ek =(4,1,0,0), 1-1
B B 3 0 N= 0 0 . 6 ’
T = (0,0) -1 1 0 0 0 1 2
1-2 0 1 0 0 2
Data uppdaterad till aktuell bas:
1 0 -1 0 1 -1 3
1 1 0 1 0 1 1 1 )
B~ l=z = B I'N=:= , B7'h= ,
2 4 =2 =2 0 2 4 =2 8
1 0 3 2 1 3 9
Reducerad kostnad och malfunktionsvérde:
e =k —cEB7IN = (0,0)-(4,1,0,00B7'N = (-5/2, 3/2)
z = cEB™1 = (4,1,0,0)(3,5,8,9)7T = 17

Simplextablan for den givna basen blir enligt nedan, och det krévs en iteration for
att hitta optimum. Variabel s3 blir inkommande och variabel s4 blir utgaende.

bas Z T1 X9 S1 Sz S3  Sa b

z 1 0o o 2 o0 -2 0] 17 (0)

) o 1 0 4+ 0 -2 o0 3 (1)  ink: s3
Z9 o 0 1 5 0 3 0 5 (2) utg: sy4
59 o 0 0 2 1 -1 0 8 (3)

S4 o 0o o 4+ 0 32 1 9 (4)

z 1 0 0 3 0 0 1 26 (0) Optimum:
T o 1 0 2 0 0 % (1)  z*=(6,2)7T
T o 0 1 & 0 0 —% (2) =26
$2 o 0o o f 1 o0 2| 14 (3)

s3 o o o &+ 0 1 2 6 (4)
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Uppgift 3.
(P) 7z = bxy — 2x9 + 33
da 2r1 — Tr9 + r3 R1 by |U1
—3r1 + xo — x3 Ro bo ’Ug

xlSO7 LL’QZO, x3§07

(D) 77w = bl’Ul —+ b2U2
da 2’1)1 — 31)2 Rg 5 ’ T
v + vy Ry —2 | X2
vl — vy Ry 3 ’ x3

U]_?O,UQ?O

a) Betrakta komplementvillkoren for punkten z* = (—1,1,0)7.

.%‘1'(2’()1—31}2—5) = 0, 1‘1750 = 2v1 —3vy = 5
o (—v1+v2+2) = 0, o0 = —v1+ vy = -2
1'3‘(1}17”0273) = 0, rz3=0 = ?

Notera att relationerna (olikheterna) inte spelar nagon roll da komplementvillkoren
anviinds. Ekvationssystemet ger att v; = 1 och vy = —1, alltsa #r v* = (1, —1)7.

b) For att bestdmma allt som &r obekant nystar vi upp problemet.
e Da v* dr optimal maste den &ven vara (dualt) tillaten.
Fran tredje duala bivillkoret: 1 —(—1) = 2 Rs 3 = Rs dr <

e 23 <0 ¢€jnormalform = Tredje duala bivillkoret pa ej normalform,
och da Rs dr <, och <-villkor &r ej normalt
for min-problem &r alltsa (D) minimering
= (P) maximering.

e 1 <0 e€jnormalform = Forsta duala bivillkoret pa ej normalform
= Rz dar <

e 29 >0 normalform = Andra duala bivillkoret pa normalform
= R, ar >

e Utnyttja komplementvillkoren

V1 - (2x1—x2+x3—b1) = 0, vn#0 = b =-3
UQ'(—31‘1+.%'2—.%'3—Z)2> = 0, ’1)2#0 = by = 4

e yy=1 > 0 normalform = Forsta primala bivillkoret pa normalform
= R; ar <

e vy =—1 < 0 ¢jnormalform = Andra primala bivillkoret ej normalform
= Ry ar >
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Uppgift 4.

Vi borjar med att ta fram gradient och hessian fér f(x), samt gradienter f6r bivillkoren.

Vf<x>=<2;1j32>7 H(x>:<§ ‘f) v91<x>=<2“””11‘4>, v92<x>=<1>,

En illustration av problemet.

T2

TA

rB

a) Da vi har ett maximeringsproblem maste f(x) vara konkav for att problemet ska
vara konvext. Vi ser dock att Hessianen &r positivt definit (A\; = 2, A2 = 1), vilket
betyder att f(x) dr en strikt konvex funktion och problemet #r saledes inte konvext.

Det tillatna omradet dr dock konvext.

b) Undersok om punkten z = (2, 3)7 #r en KKT-punkt, dvs. kontrollera primal tilldtenhet,
komplementaritet och dual tillatenhet.

1. Primala tillatenhet 2. Komplementaritet
(1): (2-2%?+3 = 3 < 5 okl Inte aktivt = v = 0
(2): 243 = 5< 5 okl Aktivt = wvy= "7

Vi beréknar V f(Z) och Vga(Z), och sétter upp den duala tillatenheten.

6 1
Konen: <6>:v2~<1>:> vo = 6 > 0 ok! = Z ar en KKT punkt.

c) Inga bivillkor aktiva = wv; = vy =0 pa grund av komplementaritet.

Konen: Vf(z) = <221§):<8>: iz(ii)

Men ¢1(2) = (=1 —2)2+ (=3)2=6 £ 5, ej primalt tillaten.
Svar: Det finns inga sadana KKT-punkter.
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201+ 2+t
d) Funktionen fi(z) = f(x) + tz1xe har gradient V fi(x) = o 2.
To + 3+t

Bada bivillkoren aktiva = gi(z) = 5 och go(z) = 5 pa grund av komplementaritet.
o Fran go(z) =5 farviatt ;o =5—21 = gi(z) = (21 -2+ (5—-21) =5

o Los ut x1: x%—4x1+4+(5—x1)—5:0 & x%—5x1+4 = 0
(.%'1 - 4)(1’1 - 1) =
vilket ger 1 =1 och 4 = x9 =4 och 1 (eftersom x9 =5 — 7).

1 4
e Undersok dessa punkter, x4 = ( A ) och zg = ( ) >, var for sig:

x4 ar KKT: Vft(xB):111Vgl(x3)+v2Vgg(xB), vy, vg >0
4+ 4t —2 1 =201 +vy = 4+4t
= U + vo y
7T+t 1 1 V1 +v9 = 7T+t
By =-34+3t, v =1—-t>0 = t<1, v,=64+2t>0 =t>-3
xp ar KKT:  Vfi(za) =v1Vgi(xa) +vaVga(ra), vi, v2>0
10+1¢ 4 1 qvi4+vo = 104+t
= U1 + v2 ;
4+ 4t 1 1 v +vg = 444t
301 =6-3t, v =2—1t>0 = t<2, vp=2+45t>0 =>t>-2

e Alltsa, punkt x4 4r KKT da —3 <t < 1 och punkt x4 dr KKT da —% <t <2

(S]]

Punkterna KKT samtidigt, vélj de tightaste grianserna: —2 <t < 1.
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Uppgift 5.
Gott och blandat

a) C-1, A-2, B4, D—4. Problem 3 har vi ingen l&mplig metod for.

(Det gar att argumentera for A—4, eftersom intervallhalvering kan ses som en del av
Brantaste lutningsmetoden, for att bestimma stegléngden.)

b) Miingden &r icke-konvex. Vilj t.ex. z() = (1,0)T och ™ = (0, 1)7.

e Dav1++v0=1<1o0ch vVO++v1=1<1s4 ér dessa punkter tillatna.
e Konvexkombinera, z = /\x(l) —|— (a Nz medtex. A\=1 —

7=3(1,0"+30.1)" = (3,3) OCh\/7+\/7—2/\[ VZEL

Vi har visat att z ¢ X, varfor méngden maste vara icke-konvex.

N

c) Tag fram det duala problemet som vanligt.

(P) min z=clz+d"y (D) max w= blu + g'v
da Az + By = b |u da ATu + ETv < ¢ |2
Ex+ Fy > g |v BTu+FTv = d |y

x>0, y fri. u fri, v >0

d) Sokriktningen #r dg, = —V f(Z). Descent om V f(Z)?dpy, < 0. Eftersom vi antar att
f(@) #0farviatt Vf(2) dpL = f(@)7(-f(2) = —f(@)"f(@) = -|lf @I < 0.

>0



