TAOP52 Losningsforslag Tentamen 25:e oktober 2017

Losningsforslag till Tentamen i TAOP52 den 25:e oktober 2017

Uppgift 1.

a) Variabeldefinition:
a; = koefficient aj, j = 1,2, i de bada linjerna (eftersom de ar parallella)

by = hogerledskoefliceinterna i de bada linjerna, k = 1, 2.

Malfunktion:
max =z = bQ - b1
Bivillkor:
Tiap + yiaz < by 1€y
Ziar + yiaz > by i€l
a, + a =
ap , az > 0
b) Variabeldefinition:
x = x-koordinaten for cirkelns mittpunkt
y = y-koordinaten for cirkelns mittpunkt
r = cirkelns radie
Malfunktion:
min 7
Bivillkor:

(zi—2)% + (yi—y)? < r2 iel;
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Uppgift 2.

a) Problemet omskrivet pa standardform ger féljande simplextablaer:

bas z X1 T9g 81 S b

z 1 2 —4 0 0 (0)

51 0 1 5 (1) ink: 29

So 0 —2 0 2 (2)  utg: s

2 1 -6 0 0 4 8 (0)

51 0 0 1 -1 3 (1)  inkia

T 0 -2 1 0 1 2 (2) utg: s

z 10 2 2 14 (0) Optimum:
T o 1 o & -3 1 1) =147
T2 0 0 2z 1 4 (2 =18

Sekvensen av baslosningar: (0,0)7T, (0,2)T, (1,4)T.

(Fran tablan kan vi se motsvarande duallésningar: (0,0)T, (0,4)7, (2,2)".)

b) Det duala problemet blir Ilustration av det duala problemet.
max w = 5vy] + 2v9
v2
da v — 22 > =2 (1)
| Nytt krav: 2v1 +v2 > 6
v+ v > (2) .
v, U2 2 A\

¢) Komplementvillkoren:

(r1+x2—5)-v1 =
(—2x1+x2—2)~v2 =

(v —2v24+2) 21 =
(vi+tve—4) 22 = 0 Vi ser att v = (2,2)T och w* = 14.

(0,0)T: Komplementvillkoren ger direkt att v; = vy = 0.
(0,2)": Komplementvillkoren ger att v; = 0 och att vy + vo = 4, dvs. att vy = 4.
(1,4)": Da 21 >0, och x5 > 0 maste v; —2vp = —2 och v] +va =4 = v; = vy = 2.

Sekvens av duallosningar: A: (0,0)T, B: (0,4)T, C: (2,2)T, se bilden i b).

(Notera forflyttningen mellan icke-néirliggande baslésningar i det duala rummet.)

d) Nytt bivillkor i dualen svarar mot en ny variabel i primalen. Fér att optimallésningen
r* = (1,4)", med motsvarande duallosning v* = (2,2)7, ska vara fortsatt optimal
krivs att 2v1 +vo =2-2+2 =6 > c3.

Alternativt: é3 = c3 — (v)Taz =c3 —(2,2)- (2,1)T =c3-6<0 = ¢3<6.
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Uppgift 3.

a) For att bevara primal tillitenhet krivs att 3 = B~'b > 0. Fran den givna optimal-
tablan hittar vi B!, och ansitter b = (49, by, 5)7.

0 0 1 49 5
B %=1 -3 -2 by | =] 49-3b,—10 | >0 = 5<b <13
0 1 —1 5 by — 5

b) Beriikna reducerad kostnad: ¢ = ck — c5B~!N < 0 (optimalitetskrav for max-

probem). Fran optimaltablan ser vi att basen &r {3, s1, 21}, i den ordningen, vilket
ger cx = (12,0,0), ¢ = (c3,0,15), och B~!N finns i optimaltablan under icke-
basvariablerna. Vi far

0o o0 1
ey = (12,0,0) = (c3,0,15) | -1 -3 -2 z*(cs)  Lutning: 2§ =5
1 1 -1
= (12,0,0) — (15, 15, c3 — 15) 155
= (-3,-15,15—¢3) < O 180 -+
vilket ger kravet cs > 15.

Alltsa &r aktuell baslésning optimal da ¢ > 15.

Vi noterar att 3 = 5. En éndring av c3 fran 20 ner till 10 gar alltsa utanfor intervallet,
och att minska cg leder till en minskning av z*. Att sta kvar i samma baslosning &r
tillatet, men antagligen inte fordelaktigt utanfor intervallet. Vi far foljande forandring
(minskning) av vinsten.

Best Case:  (20—15)-2% = 5-5 = 25 = ny vinst: 205 - 25 = 180

Worst Case: (20 —10) -2 = 10-5 = 50 = ny vinst: 205 - 50 = 155

c) Med c3 = 10 blir ¢5, = (=3, —15,+5), dvs. s3 har positiv reducerad kostnad! Malfunk-
tionsvirdet i aktuell baslésning éndras till z = c; B~1b = (10,0,15)(5,3,7)7 = 155.

bas zZ T1 X2 X3 S1 So 83 b

z 1 3 0 0 15 =5 155 (0)

T3 0 0 1 0 0 (1) ink: s3

s1 0 -1 0 1 -3 -2 3 (2) utg: 3

1 0 1 0 0 1 -1 (3)

p 1 3 5 0 15 0 | 180  (0)

83 0 0o 1 0 o0 1 5 (1) Optimum:

si | 0 1 2 1 -3 0| 13 (2 2*=(12,00)7
1 0 1 1 0 1 0 12 (3) z* =180

Efter en pivotering hittar vi nytt optimum, och det stimmer bra mot skattningen i
deluppgift b). Den nya vinsten hamnar inom det uppskattade intervallet.
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Uppgift 4.

Vi borjar med att ta fram alla gradienter.

r1 — 3 o T, —
Viz) = (2( 2"+ ) , Vgi(z) =7, Vgo(z) = (2( 3) > , Vgs(z) = ( 2 > 7

$1+41’274

a) Teckna KKT-villkoren, dvs. primal tillatenhet, komplementaritet och dual tillatenhet.

1. Primala tillatenhet 2. Komplementaritet

gi(z) =7 < b vi-(gi(z)—=b) = 0
g2(z) = (21 -3)* + (22 -2)> > vz (g2(z)—1) = 0
g3(x) = 2x1 — x9 < 5 vs-(g3(z)—5) = 0

3. Dual tillatenhet
Vi(x) = vi-Va(z) 4+ ve- Vga(z) + v3 - Vgs(z)
UlZOa ’UQS()? U320

b) Undersok om punkten Z = (2,2)T uppfyllet KKT-villkoren.

1. Primala tillatenhet 2. Komplementaritet

(1): g(z) = b < b okl Aktivt = v="7
(2): (2-3)2+(12-2)?2 = > 1 okl Aktivt = vy = 7
(3): 2:2-2= 0< 5 ok Inte aktivt = wv3= 0

Vi beréknar Vf(z), Vgi(z), i = 1,2, och sétter upp den duala tillatenheten.

ons (2 )= (}) (2

Fran andra raden kan vi utlisa att v; = 6, vilket ger att vo = 2. Detta bryter dock
mot kravet att vy < 0, alltsa ar T inte en KKT punkt.

c) Undersok om punkten & = (3,1)T uppfyllet KKT-villkoren.

1. Primala tillatenhet 2. Komplementaritet

(1): g(z) = 7 < b okl Inte aktivt = ov1= 0
(2): (3-3)2+(1-2)?% = > 1 ok! Aktivt = we= ?
(3): 2.3—-1 = 5< 5 ok Aktivt = wv3= 7

Vi beréknar Vf(z), Vgi(z), i = 2,3, och sétter upp den duala tillatenheten.

o (3 )= () o (2)

Fran forsta raden kan vi utlidsa att vy = %, vilket ger att vy = —% Alla teckenkrav
ar uppfyllda, alltsa &r & en KKT punkt.

Svar: Punkten Z uppfyller alla KKT-villkor med v = (0, —%, %)T
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d) Visa eller motbevisa att den tillatna méngden &r konvex.

Det tillatna omradet inte #ir en konvex mingd. Aterstar alltsa bara att gora ett
matematiskt motexempel. Vilj t.ex. z() = (2,2)7 och z(?) = (3,1)7. Dessa punkter
ar tillatna, dvs. uppfyller alla bivillkor.

Villkor ‘ Punkten z(!) ‘ Punkten z(?)
(1) gzM) =b < b ok g(z?®) <b < b ok
2 | (-1)2+(0?2 =1 > 1 ok 02+(-1)2 =1 > 1 ok
(3) 2.2-2 =2 < 5 okl 2:3-1 =5 < 5 okl

Vi bildar nu 7, en linjirkombination av dessa: & = X-(2,2)T + (1 —-))- (3, )T
Viljtex. A=%ochvifarz = (2,27 +1-(3,1)7 = (25,1.5)7 [0<A<1]

Denna punkt bryter nu mot villkor (2): (2.5 —3)%? + (1.5 —2)2 = 0.5 # 1. Vi har
nu visat matematiskt att det tillitna omradet inte dr en konvex méngd.



TAOP52 Losningsforslag Tentamen 25:e oktober 2017

Uppgift 5.
Gott och blandat

a) For att avgora om problemet &r konvext undersoker vi malfunktionen och varje bi-
villkor. Om f(x) dr konvex och samtliga bivillkor ger upphov till en konvex méngd,
da &dr det tillatna omradet konvext och vi har ett konvext problem.

Tr1— To— 2 1 -1 A1:1>0
Vf(z) = , H(z) =
—x1+ 225+ 3 -1 2 Ay=2—-1=1>0
Hessianen &r positivt definit, alltsa dr malfunktionen en strikt konvex funktion.

Vinsterledet (VL) i bivillkor (1), g1(x) = (z1 — 3)? — 3 = 22 — 621 + 9 — X9, &r en
konvex funktion. Eftersom det &r ett < — villkor ger bivillkoret upphov till en konvex
méngd. Vi skriver om bivillkor (2) till ett < — villkor, ga(z) = —z1 + 23 < —1, och
ser da att VL &n en gang dr en konvex funktion. Bivillkor (3) &r ett linjért bivillkor,
alltsa konvext. Allt som allt sa har vi ett konvext problem.

b) Tva iterationer med BL, startpunkt # = (1,1)T, dér dg;, = —V f(z) ty minimerings-
problem.
2r1 — 219 — 1
—2x1 +4x0 — 2

-

Iteration 1:
Sokriktning d = (1,0)7 och steglingd 0.5, vilket ger ny punkt (1) = (1.5,1)7.

Iteration 2:
Sokriktning d = (0,1)” och steglingd 0.25, vilket ger ny punkt z(?) = (1.5,1.25)T.
Punkten 23 ir inte optimal ty V f(z®) = (=0.5,0)T # 0.

c) Bestidm sokriktningen dyy = —H(x) 'V f(x) for funktionen f(z) = x?z2, undersok
sedan nir Vf(z)Tdya < 0.

2 2 2 1 0 -2
Viw= ") mw = ) Hwt =, "
Ty 211 0 4371 —2x1 219

0 —2 2
Vi far att dypy = 4% 1 T2 = ... = —% o , och
T\ =221 229 72 9
: T _ 1 2 _ _ 3,2 2
vidare att V f(z) dyy = —5(27122, 27) (71, 22) = —52{22 <0 & zi22 > 0.
= f(x)

Svaret blir alltsa {z € R? : f(z) > 0}.

d) Vihar f(t) = 7t — 3 + 2¢> — 8t + 3 vilket ger f/(t) = 3 —3t* 4+ 4t —8.
Vi ser ocksa att f(t) #r konvex, eftersom f”(t) = 3t? —6t+4 = 3(t—1)24+1 > 0.
Borja med att bekrifta att intervallets &ndpunkter ger oss olika tecken pa derivatan.

fl0) = -8 <0, f(2)=22-3.2244.2-8=-4<0

Vi ser att derivatan har samma tecken i intervallets dndpunkter, och eftersom vi vet
att f(t) dr en konvex funktion medfor det att ¢* inte kan finnas inom intervallet [0, 2].



