TAOP52 Losningsforslag Tentamen 15:e augusti 2017

Losningsforslag till Tentamen i TAOP52 den 15:e augusti 2017

Uppgift 1.

a) Variabeldefinition:

i = antal tkr som investeras i borjan av ar ¢ i investeringsalternativ ¢

t=1 t=2 t=3 t=4 t=>5 tid
| | | | | |
[ [ [ [ [ [ .
1-ars: } i i i i {
11 12 13 T14 15
2-ars: } {
To1 | {
To2 | {
T23 | {
T24
4-ars: } {
rq1 | {
T42
5-ars: } {
T51
Malfunktion:
max z = 1.05z15 + 1.14x94 + 1.22249 + 1.08257
Bivillkor:
r11 + x21 + 41 + T51 = 300 [t =1]
T12 + To2 + T42 = 1.05z11 [t =2]
13 + 23 = 1.05z19 + 1.14291 [t = 3]
T14 + T2y = 1.05213 + 1.1429 [t = 4]
T15 = 1.05x14 + 1.14293 + 1.22241 [t = 5]
3-x11+5 xo1+4 x40 +1-251 < 37-(w11+x21+x41+$51) [t:1]
3-212+5 222 +4- 740 < 3.7 (w12 + wa2 + 242) [t =2]
313+ 5 w3 < 3.7 (z13 + T23) [t = 3]
3-214+ 522 < 3.7 (w14 + w24) [t =4]
3 - I15 S 3.7 15 [t = 5]
Tit > 0,i=1,245 t=1,...,5

Malfunktionen &r att maximera tillgdngarna vid slutet av planeringshorisonten, det
vill sdga variablerna som svarar mot investeringar som avslutas efter ar 5.

De forsta fem bivillkoren tar hand om att alla pengar hela tiden méaste investeras,
och resterande bivillkor ser till att medelrisken for investerat kapital i varje tidssteg
inte overstiger 3,7. Sista bivillkoret (riskfaktor, ¢ = 5) dr redundant.
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b) Ny variabel s; = antal tkr som gar till transaktionsavgift ar ¢.
Nya bivillkor:

s1 = 0.01-(x11 + w21 + a1 + 51) [t =1]
so = 0.01-(z12 + z22 + T42) [t =2]
s3 = 0.01-(z13+ $23) [t = 3}
sg = 0.01-(z14 + w24) [t = 4]
s5 = 0.01-25 [t = 5]
S1+8Sy+83+84+s5 < 7 [total]
s > 0,t=1,...,5
Modifierade bivillkor:
81+ 211+ x01 + 241 + 251 = 300 [t =1]
So+ T12 + To2 + 142 = 1.05z11 [t = 2]
83+ x13 + x23 = 1.05z19 + 1.1429; [t = 3]
84+ T14 + T24 = 1.05x13 + 1.1429 [t = 4]
s5 + 15 = 105214 + 1.14m93 + 1.2224 [t = 5]
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Uppgift 2.

Om det gar (2 variabler), bérja géirna alltid med att rita en bild av problemet.
x2

[ 3
3) \<‘ VZ_<4>
M 7~
- b1 \\\
\j\\ \\\\ 1‘1

t \PI\:\ gt
2 4 6 8 10 12

a) Med ¢; = 3 och ¢y = 4 far vi f6ljande simplextablaer:

\/

bas zZ x1 X9 ST So  S3 b

2 1 -3 =4 0 0 0 0 (0)

s1 0 1 1 0 0 8 (1) ink: 29

S2 0o 3 2 0 1 0 12 (2) utg: s1

53 o 1 0 0 0 1 3 (3)

z 1 -1 0 2 0 0| 16 (0)

o o 4+ 1 3 0 0 4 (1) ink: 2y

S2 0 0 -1 1 0 4 (2) utg s

53 o 1 0 0 0 1 3 (3)

z 1 o o 2% 4+ 0] 18 (0)

T o o 1 32 -1 9 (1) Optimum:
a1 o 1 0 -3 3 0 2)  a*=(2,3)7T
s3 o 0 o0 3 -3 1 (3) =2=18

b) Aktuell baslosning: x5 = {29, 71, 83}, vilket ger oss c; = (4,3,0). Vi tar B~! fran
optimaltablan och kan nu berikna

vl = LB = (4,3,0)

|
N D= [0
— o O
I
—~
[\GJ[oV}
N[ —
S
S~—

D= N[ [

vilket stdimmer bra mot vad som star i optimaltablan under slackvariablerna.

c) Vi vill alltsa beriikna B~1b > 0 for ett obekant b;.

3 1 3
B =| -1 1o 12 | = | =3b1+6 [ >0
i -1 1 3 b1 —3

vilket ger tre olikheter som resulterar i 6 < by < 12. Detta stammer bra med det vi
ser 1 bilden ovan.
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d) Beriikna reducerade kostnader for alla méjliga kombinationer av ¢; och c2, med kravet

att aktuell baslosning forblir optimal. Vi vill alltsa beréikna c]TV = c% — CEB “IN <0
da vi har ett max-problem.

Icke-basvariabler #r zny = {s1, 82}, vilket ger oss ck = (0,0). Vi tar B~!N fran

optimaltablan och kan nu berikna

3 _1
4 4
¢y = cy—cgBTIN = (0,0) = (c2,¢1,0) | -4 1
11
2 2
= (0,0) = (3c2 — 5e1,—gea + 3¢1) = (301 — §ea, —501 4+ 5¢2) < 0

vilket ger tva olikheter som resulterar i %CQ <c < %02.

Hérledning av formeln for reducerad kostnad. Utga fran ett maximeringsproblem pa
normalform och en uppdelning i basvariabler g och icke-basvariabler xy, vilket gor
att malfunktionskoefficienterna ¢ samt bivillkorsmatrisen A ocksa kan delas upp pa
samma satt.

T T

max 2z = CgXB + CNIN

da Bxp + Nxy =
xrg , N = 0

1. Da vi antar att xp #r en bas implicerar det att B! existerar.
Los ut g ur bivillkorsekvationen:

Bxp=b—Nzy <= ap=B'vb—B 'Nay
2. Substituera xp i uttrycket for z:
z = c£@+ c%x]v = cE(Bilb — B Nzy) + c%xN

= c¢gB7'b—cLB'Nay +cyan = B + (e —cpBTIN)ay

= z(zp) := reducerad kostnad

Forsta delen dr malfunktionsvérdet i den aktuella baslosningen (eftersom zy = 0),
och den andra delen &r just reducerade kostnaden som talar om hur malfunktionsvérdet
kommer att &ndra pa sig da en icke-basvariabel antar ett positivt virde.
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Uppgift 3.

a) Oka malfunktionskoefficienten f6r husbilar, 350 till 355, dndring inom intervall.

Aktuell baslosning forblir alltsa optimal, vi tillverkar 40 husbilar och 6kar intéikterna
med 5 tkr per husbil, vilket ger en vinst pa 5 -40 = 200 tkr.

b) Oka hogerled, fran 70 till 80, utanfor intervallet (Gvre grins 76). Skuggpriset 350
géller i varje fall de forsta 6 stegen, vilket ger en minsta intédkt pa 6-350 = 2100 tkr.

Eftersom den fasta avgiften ar pa 2000 tkr, vilket ar ligre &n 2100 tkr, sa bor Bil AB
anta erbjudandet.

c) Variabler som &r strikt storre &n noll maste vara basvariabler. Utskriften visar att X1,
X2 och M1 &r positiva, likasa slackvariablerna for villkor 3-5 (maskin2, tillgang och
kravl). Med sex variabler som &r positiva, och sex bivillkor, har vi alltsa identifierat
vara basvariabler.

o

Vi far att 25 = {X1, X2, M1,53,54,55} och B =

e}
O WO

e ¢
_ O Uto O O
OO OO =
O OO+ OO
OO O OO
O R O O OO

d) Minska hogerled, fran 40 till 0, inom intervallet. Skuggpriset dr -10 och géller i 40
steg, vilket ger en intdkt pa 10 -40 = 400 tkr per vecka. Pa tre veckor skulle det ge
en Okad vinst pa 3 -400 = 1200 tkr.

Att bryta kontraktet kostar 1000 tkr, vilket &r mindre &n vad vinsten dkar med, alltsa
bor Bil AB bryta kontraktet.

Uppgift 4.

a) Det duala problemet. b) Grafiskt 16sning av duala problemet.
max z = 2v; + buy ®) @ (2)“X2
da 1 42, < 0 (1) ©
3ui+ v < 0 (2 (4)=X1
—vp —2v2 < 0 (3)
v <1 @ \Z
vg < 1 (5)
v1 , vy fIria

Detta ger v+ = (—1,1)" och ett optimalt
malfunktionsvirde z* = 3.

c) Eftersom vi har ett LP-problem giller stark dualitet, alltsa &r w* = z* = 3 > 0.
Detta betyder att atminstone en artificiell variabel &r strikt storre dn 0, dvs. det
saknas tillatna 1osningar. Méngden X &r alltsa tom.
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Uppgift 5.

Lat gi(z), i =1,...,4, beteckna vinsterledet i de fyra bivillkoren (1)-(4). Vi borjar med
att ta fram alla gradienter.

2!,61 2(,61 2 1 0
Vf(@)=|[222—-8], Vai(z)=| -1 |, Vga(z)=| 1 |, Vgs(z)=| 0 |, Vga(z) = | 1
1 0 0 0 1

a) Teckna KKT-villkoren, dvs. primal tillatenhet, komplementaritet och dual tillatenhet.

1. Primala tillatenhet 2. Komplementaritet

giz) = af—22 > 0 vi-(gi(z)=0) = 0
g2(z) = 221 +29 < 8 vy (ga(z)—8) = 0
gs(z) = @ < a v+ (gs(x) —a) 0
gs(x) = x9+23 > b vy (ga(z)—b) = 0

3. Dual tillatenhet
Vfi(x) = v1-Vgi(x) 4+ vy Vga(z) +v3 - Vgs(z) + vg - Vgua(z)
UlZOa ’U2§07 U3§07 U420

b) Bestim alla viirden pa a och b s& att punkten = (2,4, 2)T uppfyllet KK T-villkoren.

1. Primala tillatenhet 2. Komplementaritet
(1): 22—-4 = 0> 0 okl Aktivt = v = ?
(2): 2244 = 8 < 8 ok Aktivt = wvy= 7
(3): 2= 2< a ok ? = wv3= "7
(4): 442 = 6 > b ok ? = ="
Vi beriknar Vf(z), Vgi(z), i =1,...,4, och sétter upp den duala tillatenheten.
4 2 1 0
Konen: 0 |=v1-| -1 |+wve-| 1 |4+vs-| 0 |4+vs-] 1
0 0 0 1

Fran tredje raden far vi att vy = 1 > 0, vilket betyder att (4) maste vara aktivt.
Alltsa &r b = 6. Fran andra raden kan vi hirleda att v1 = 1 + v, genom att utnyttja
att vg = 1. Substituera nu detta uttryck for vy i forsta raden sa far vi att vy = —6wo,
och eftersom vy, v3 < 0 &r detta endast mojligt om v = vg = 0. Att v3 = 0 betyder
att villkor (3) inte behover vara aktivt, men skulle kunna vara det, och vi far att
a > 2. Att v =0 ger att vy =1 > 0.

Svar: Punkten # uppfyller alla KKT-villkor med v = (1,0,0,1)" da a > 2 och b = 6.
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c)

d)

Visa att f(z) = —(1 + )~ ! inte #r en konvex funktion fér > 0 genom att anvind
definitionen for en konvex funktion.

Definition: Funktionen f(z) &r en konvex funktion pa det tillatna omradet X om
det for varje val av punkter, z(), 2 € X och 0 < X\ <1 giller att f(z) < 7, dér

T =xaM+@=XN-2% och 7 = flaM)+1@=N)-f(=P).

Motexempel

1

Vi ritar upp funktionen f(z) = Tz

Vi viiljer () = 0 och 2(2) = 3, markerade med svarta
punkter i bilden, och berédknar deras funktionsvérden,

f(0) = —1och f(3) = —1.

Sen bildar vi en ny punkt, z = X-(0)+(1—X)-(3) = 3—3\, dir 0 < A < 1. Funk-
tionsvérdet i motsvarande punkt beriiknas som f(Z), medan linjirkombinationen av
funktionsvirdena (den streckade linjen) blir §j = A-(=1)+(1=X)- (=) = —1—3\.

Vi kan se i bilden att om A viljs sa att £ hamnar mellan virdena 0 och 3, da
kommer vi att bryta mot kravet att f(z) < y. Vi kan t.ex. viilja A = %, vilket ger
T=3-3-2=1

3

Slutligen, eftersom f(z) = —% och § = —i — % : % = —%, ser vi att f(z) > g. Vi
bryter alltsa mot kravet, och har bevisat att funktionen f(x) inte &r konvex.

Uttryck f(z) = 2123 — 422 + 379 som en funktion av steglingden ¢, dir

o= (a)ee(3) - (1)

vilket ger f(t) = 3 —4t? — 3t och f'(t) = 3t*> — 8t — 3. Borja med att bekrifta att
intervallets dndpunkter ger oss olika tecken pa derivatan.

fl(0) = =3 <0, f(8 =3-8-8.8-3=2-64—-3 >0

Vi ser att derivatan byter tecken nagonstans mellan 1 och 8. Med en tabell enligt
boken far man:

k ‘ ag ‘ my ‘ Bk ‘ f(my) Br — g
0 0 4 8 3:-16—-8-4—-3 = 13 > 0 8
1 0 2 4 3:4—-8-2-3 = -7 <0 4
2 2 3 4 3-9—-8-3—-3 = 0 2

Vi hittar ett optimalt steg t* = 3 efter tva intervallhalveringar!



