TAOP52 Losningsforslag Tentamen 3:e juni 2017

Losningsforslag till Tentamen i TAOP52 den 3:e juni 2017

Uppgift 1.

a) Variabeldefinitioner:
r;; = antal enheter av produkt ¢ som tillverkas under dag ¢
L;; = antal enheter av produkt ¢ som finns i en lagertank i slutet av dag t

yir = antal enheter av produkt ¢ som levereras under dag ¢

b) Modell (utan lagerbalansvillkor):

3 5
min z = g E CitTit

i=1 t=1
da Xmin < og, < XM =123 t=1,...,5
mn < L, <o max i=1,2,3,t=1,...,5
5
dyn > d; i=1,2,3
t=1
Ly = It i=1,2,3
Tits Yit = 1=1,2,3, t=1,...,5
Ly > 0 i=1,2,3,t=0,...,5

c) For detta lilla exempel ér det endast produkt 1 som anvénds som input till andra
produkter, och méngderna blir Py = {2,3}, P, =0, P35 = 0.

Ligy+au=Li+ya+ Y agey,  i=1,23t=1,..5
JER;

Uppgift 2.

a) I baslosning K dr z; > 0, s; > 0, s3 <0, s4 > 0 basvariabler, ty x; &r inte i origo
och inget av bivillkoren (1), (3) och (4) &r aktiva, alltsa maste deras slackvariabler
vara strikt positiva. Ovriga variabler, o = so = 0, &r alltsa icke-basvariabler.

b) Baslosningar F och H. Om s3 ér icke-basvariabel sa betyder det att s3 = 0, alltsa
befinner vi oss pa bivillkor (3). De andra tre, A, E och L, &r inte tillatna.

c) Antingen fran F till H, eller fran C till D. Da det handlar om Fas II maste vi
ga fran en tillaten baslosning till en ny nérliggande tillaten baslosning dar s > 0.
Baslosningar C och F éar tillatna och s; = 0 ar just nu icke-basvariabel.

d) Fas I startar i origo, dvs. baslosning J. I varje steg forflyttar man sig ndrmare det
tillatna omradet. I forsta iterationen blir antingen x; eller zo inkommande, och
mojliga pivoteringsvagar ar J till K till H, eller J till G till F.
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Uppgift 3.

a)

b)

d)

Minska hogerled, 600 till 550, dndring inom intervall. Skuggpriset 160 géller alltsa
hela vigen, vilket ger en forlust pa 50 - 160 = 8000 kr.

Oka malfunktionskoefficienten for TrioTent fran 950 till 965, gar utanfor intervallet
(6vre grians 960). Det dr dock alltid OK att sta kvar i nuvarande baslésning, &ven om
det inte &r optimalt, vilket ger oss en undre gréns for vinstokningen pa 15-30 = 450 kr.

En optimistisk skattning &r inte maojligt att rdkna ut.

Nej, problemet har alternativa optimallosningar. Detta kan vi se eftersom det finns
en icke-basvariabel (xLyx) med reducerad kostnad 0.

Utskriften visar att malfunktionskoefficienten for xUno, l1at oss kalla den for ¢q, har
intervallet —oo < ¢; < 480. Vi kan ridkna fram detta genom att anvinda formeln for
reducerad kostnad:

ch=ck —cEBT'N
~——
T
dar o7 = (0,0,160,0, —10). Kravet &r att aktuell baslésning forblir optimal, dvs. att
den reducerade kostnaden for alla icke-basvariabel d&r < 0 (ty max-problem).
Eftersom xUno &r en icke-basvariabel réicker det att rikna ut reducerad kostnad for
just denna variabel: ¢ = ¢; — vTa; dér a; = (3,6,3,3,0)7.

Vi far att
¢ =1 — (0,0,160,0,—10) - (3,6, 3,3,0)T =1 —480 < 0 = ¢ <480

Det gar givetvis bra att rikna ut reducerad kostnad for alla icke-basvariabler, men
de 6vriga kommer dnda inte att dndra pa sig.

[ En alternativ 16sning ér att notera att xUno, med ett forsiljningspris pa 350 kr, far
en reducerad kostnad pa -130. Det betyder att sa ldnge forséljningspriset hojs med
nagot som &r mindre &n 130 sa kommer dess reducerade kostnad fortfarande att vara
negativ. Alltsa, ¢; < 350 + 130 = 480. |

Ny variabel, vi kan anvinda formeln ¢, = cny—vTany for att rédkna ut dess reducerade
kostnad, dér cuy = f(@), any = (4,5, ,6,0) och vT som tidigare. Vi far att
eny(@) = f(a)—(0,0,160,0,-10) - (4,5, ,6,0)T
= f(a)—160a = —3a®+4a® +12a — 40
Fragan dr nu om det finns nagot vérde pa o > 0 som gor att ény(a) > 0, vilket ar ett

krav for att den nya modellen ska vara lonsam (ty max-problem). Derivera ¢y (o)
med avseende pa « och sétt till 0, vilket ger ett andragradsuttryck i a:

Gy(@) = —4a® +8a+12=0 <= a’-2a-3=0=a=1+V1+3
Vi far alltsa att o = (—1), +3, en 16sning forsvinner pa grund av kravet az > 0, och
eftersom ¢py(3) = —4 < 0 ar det alltsa inte méjligt att fa modellen l6nsam.

Man bor dven kontrollera att o = 3 verkligen ger en max-punkt.

n_

Cny()” = —8ar+8 < 0da > 1, alltsa dr a = 3 en max-punkt!
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Uppgift 4.

a) Det duala problemet blir

max w = blvl
da 3?)1
U1
U1
U1

b) Optimalitetsvillkoren for LP-problem:

bova

2’1)2

V2

2’02

1. Primal tillatenhet for z* = (2,3,0)7

(1): 3.241-3+1-0
(2): 2.241-34+2.0 =
(3): 1:2+42:3+1.0 =

3. Dual tillitenhet for v* = (4,0,1)7

1)

3)

Vi far alltsa att ¢y =13, co =6, ¢c3>5, by =9, by

c) Da z = (4,0,-3)7 siitts in i malfunktionen, med ¢;

(1): 3.442.0+41-1
(2): 1-4+1-0+2-1 =
(3): 1-4+42.0+1-1 =

U2
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<

< a (1)

< e (2

< ¢ (3

> 0
2. Komplementaritet
vy, =4 7é 0 = bl =9
ve =0 = b= 7
vy =1 7'5 0 = b3=8
2. Komplementaritet
r1=2#0 = ¢ =13
To =3 75 0 = c=26
1 =3 7é 0 = c3=27

7 och by = 8.

13 och cg = 6, far vi att

z = w1+ corg+czxry = 13-446-0+c3-(—3) = 34

vilket ger att 52 —3c3 =34 <—

c3 = 6 (vilket stdmmer med att c3 > 5).

Anvind nu komplementvillkoren for punkten z och hitta motsvarande duala baslésning.

Primala komplementvillkor

(1) 3-44+1-0+1-(-3) =
(2): 2:441-0+2-(-3) =
(3): 1-442-04+1-(-3) =

Duala Komplementvillkor

(1): (Bvg +2vg +wv3 —13) -y
(2): (v1 +v2 + 209 — 6) - 22
(3): (v1 4+ 2v9 +v3 —6) - x3

R ALY,

bo

Slutsats
Aktivt
Aktivt?

Ej aktivt = wv3= 0

331750
1'2:0
373#0

= 3v1 +2v5= 13
= ?
= v+ 2v9 = 6

Vi far att v; = 3.5 och vo = 1.25, vilket genom inséttning i malfunktionen ger att
34 =z=w=9v1 +bovg +8v3=9-3.5+1.25by +8-0=31.5+1.25by < by = 2.
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Uppgift 5.

Vi borjar med att skissa det tillatna omradet och att ta fram alla gradienter.

o) 201 — 2x9 — 5 o) 2 =2 x*:} 6 2
VI (—2x1+6x2+7>’ ) (—2 6)’ H 8(2 2)

Vo (@) = ( 23;11— 2 )
(2) )
2 2= "
Vga(r) < - )
S ;X] Vgs(z) = ( (1) )
-5

—Vf Vg

a) Vi underscker om punkten z = (3,0)7 uppfyllet KK T-villkoren.

1. Primala tillatenhet 2. Komplementaritet

(1): B3-1)2%+0 = > 4 okl Aktivt = v =7
(2): (324 (0)? = < 25 okl Ej aktivt = w3 = 0
(3): 0= 02> 0 okl Aktivt = wv3= 7

Vi beréknar Vf(z), Vgi(Z) och Vg3(Z) och sétter upp den duala tillatenheten.

Konen: Vf(z)=Vg(z)+ Vgs3(z) — (1)21}1-<?>+03-<(1)>

Vi far att v1 = 0.25 > 0 och vg = 0.75 > 0, alltsa ar alla KKT-villkor &r uppfyllda!

b) Problemet #r inte konvext, vi ser tydligt att det tillitna omradet inte &r en konvex
mingd. Aterstar alltsia bara att gora ett matematiskt motexempel.

Vilj t.ex. () = (=2,2)7 och ) = (4,2)7. Dessa punkter ér tillatna, dvs. uppfyller
alla bivillkor.

Villkor ‘ Punkten z(!) ‘ Punkten z(?)
(1) (=2—-1)2+2 =11 > 4 ok (4-12+2 =11 > 4 ok
(2) (-2)2+(2)2 =8 < 25 okl (4)2+(2)2 =20 < 25 ok
(3) 2 =2 > 0 ok 2 =2 > 0 ok

Vi bildar nu Z, en linjirkombination av dessa: 7 = A-(—2,2)T + (1 —\) - (4,2)T
Vilj tex. A= ochvifarz = -(-2,2)7+1. (4,27 =(1,2)7 [0<A<1]

Denna punkt bryter nu mot villkor (1): (1 —1)2+2 =2 # 4. Vi har nu visat
matematiskt att det tillatna omradet inte dr en konvex méingd.
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c) Berikna Vf(z) i punkten & = (3.5,0.5)” och ta fram Newtonriktningen:
2-35—-2-05-5 1 13 1
Vf(#)= = . H@) ==
—2-35+6-05+7 3 4\ 11
1(3 1 1 1(6 ~3/2
dyy = —H(2)'Vf(E) = —= = - =

—3/2
Riktningsderivatan blir: ~ Vf(2)T -dyy = (1,3)-< { ) = —45 <0

Newtonriktningen dyjs i punkten Z = (3.5,0.5)7 &r alltsa en descentriktning.

d) Berikna Vf(x) i punkten 7 = (3,0)7 och ta fram Brantaste lutningsriktningen. D&
vi har ett min-problem blir dg;, = —V f(x):

o 2:3-220-5)\ (1 Cora [
Vf(x)—<_2.3+6'0+7>—<1> = dpr = —-Vf(2) (_1>

Vi noterar att ||Vf(Z)|| = \/(=1)2 + (=1)2 = v/2 > 0, punkten &r alltsa inte op-
timal, och vi vill ta ett steg i BL-riktningen. Uttryck nésta punkt som funktion av
stegliangden t och sétt in i malfunktionen.

w(t) = THt-dp, = a(t) = (g)“(j) N <3—_tt>

fit) = B=1)2-2-B3=t)- (=) +3-(=t)2=5-3—t)+7-(—1)
= (t—3)*+4t+t*-15

Ft) = 2-(t=3)+442t = 44—-2 =0 = t*=

. . . 3—0.5 2.5
Nista punkt blir alltsa x(t*) = =

Ar punkten optimal?
Beriikna V f(x) i den nya punkten z(t*) = (2.5, —0.5)7.

o 2:25-2-(=05)-5 1) 1 0
Vit ))_<_2-2.5+6-(—0-5)+7>_<—1> ’ <O>

Den nya punkten &r alltsa inte optimal och vi borde egentligen fortsétta iterera.



