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Uppgift 1

Betrakta ett linjart optimeringsproblem pa formen

max z = C1Z1 + CoZa
da annz1 + apz: < b (1)
anZ1 + anty < by (2)
asiz1 + apze < by (3)
x3 , T2 > 0,
dér ¢, ¢, 011, - .., G32,b1,b2 och b3 &r givna positiva konstanter.

Betrakta foljande modifieringar av problemet.

"(i) Resursen b, i villkoret (1) kan utSkas med maximalt Ab; > 0 enheter och varje
enhetsutokning minskar méalfunktionsvérdet med d; > 0.

(ii) For varje enhet som vénsterledet i villkor (2) underskrider hégerledet by min-
skar méalfunktionsvardet med ds > O.

(iii) For varje enhet &ver Abs > 0 som vénsterledet i villkor (3) underskrider
hogerledet bs minskar malfunktionsvirdet med ds > 0. (Vénsterledet kan alltsa
anta virden ner till b3 — Abs utan malfunktionsvardet paverkas.)

Introducera var och en av dessa modifieringar pa ett sddant sétt att problemet forblir
linjart. (3p)

Uppgift 2

Givet foljande linjéra optimeringsproblem.

z¥ = min 6z; + 9z + 1323
dd 227 + 6z + 3z > 17
1 + 2z + 4dzz3 > 11
221 + 5z3 > 12
£, 2o , z3 =2 0
a) Teckna det duala problemet (1p)

b) Utnyttja de tre duala punkterna (1, 1, 1), (1, 2, 1) och (1, 0, 2) for att gobra
en starkaste mojliga utsaga om z*. (2p)




Uppgift 3

Betrakta problemet

min f(z) = (2] — 22)° + (& = 1)".

L&t 7 = (—1,2)T.

a) Lat d = (2,—1)T. Visa att funktionen f avtar i riktningen d frén punkten Z.

(1p)
b) Visa att ¢ =1 &r ett optimalt steg frdn Z i riktningen d. (1p)
c) Visa att f inte &r konvex p& R?. (1p)

Uppgift 4

Givet problemet

min f(z) = 2(m1~%)2+(z — 5y
da g(z) = zi+2,-1<0.

Visa att & = (%,2)7 4r en Karush-Kuhn-Tucker-punkt. Denna punkt ‘utgéjr ett

globalt minimum; motivera varfér s& &r fallet. (3p)




Uppgift 5

Studera problemet

(HP) Z* = max z1 + 2z
s.t. 21172 S 7
2(131 S 5

5z + 3z, <15
z1, T2, > 0, heltal,

och villkoren
z1+130 < a (i)

2z +bry < 5 (4i).

Besvara delfrigorna nedan. Svaret ska motiveras genom att grafiskt illustrera det
tilldtna omradet och bivillkor som &r av intresse i den aktuella deluppgiften.

a) For vilka virden pd 0 < a < 0o och 0 < b < oo utgér villkor (7) respektive (i7)
en giltig olikhet till det tilldtna omradet for (HP). (1p)

b) Fér vilka virden p4 0 < a < oo och 0 < b < oo utgdr villkor (z) respektive (42)
en fasett till det tillitna omrédet for (HP).

(1p)

c¢) Antag att man har tillgdng till en LP-18sare som anvénder simplexmetoden.
Vilket/vilka giltiga olikheter 4r nodvandiga och tillréckliga att lagga till for
att optimallosningen till LP-relaxationen av (HP), inklusive dessa villkor, ska
vara en optimal heltalslosning? Observera att sé fa villkor som méjligh ska
laggas till.

(1p)




Uppgift 6

Vi befinner oss i en tid ldngt innan mail, sms eller ens papperspost finns tillgangligt
och de sju vannerna Kloker, Blyger, Glader, Butter, Prosit, Toker och Trotter har
bestamt sig for att bygga ett rorpostsystem for att kunna skicka meddelanden till
varandra.

Kraven pa detta rorpostsystem ar:

e Alla par av vanner méste kunna skicka till varandra.

e For att halla Butter p4 bra humér maste minst 3 ror ansluta till honom, detta
kommer i fortsattningen att kallas “Buttervillkoret”.

e Rent praktiskt ar det embart mojligt att bygga rérbana mellan vissa par av
vanner. Beteckna méangden av méjliga par med

I={(1,2),(1,5),(2,3),(2,4), (2,5),(3,4),(3,7)(4,5),(4,6),(4,7), (5,6), (6,7)}.

e For varje par (i,5) € I har de matt ut avstandet och betecknat detta med i;;.
e Den totala dtgangen av ror ska vara sa liten som mojligt.

e De mojliga paren I samt avstdndet [;; illustreras i det bifogade nétverket.

avstand mellan vannerna

Kloker, 1 Blyger, 2 Glader, 3
5 6
3
1 Butter, 4 1
6 6
2
5 4
Prosit, 5 Toker, 6 Trotter, 7

Figur 1: Nétverket i uppgift 6.

Det resulterande problemet &r ett minimaltradsproblem med ett sidovillkor, Butter-
villkoret.




Infor, for (¢,7) € I, variabeln

o 1 om rér byggs mellan (3, ),
Y71 0 annars.

Malfunktionen och Buttervillkoret kan nu betecknas

a)

z= Z lijzi; respektive  Tog + Tag + Tas + Tas + Tar = 3.
(,5)el

Lagrangerelaxera Buttervillkoret med multiplikatorn 4 > 0. Teckna mal-
funktionen for det Lagrangerelaxerade problemet och rita det resulterande
natverket.

(1p)

Bestdm den Lagrangeduala funktionens vérde for u = 0 och u = 2 genom att
1653 motsvarande Lagrangesubproblem. Anvénd lamplig algoritm. Vilken &r
den starkaste slutsatsen du kan dra om u* respektive 2.

(1p)

Istillet for att Lagrangerelaxera Buttervillkoret sé kan man 16sa problemet
genom att forst vilja att ta med de tre rér som &r de billigaste som ansluter
till Butter, och sedan fortsitta med samma algoritm som anvéndes i deluppgift -
b. Kommer detta 15sningsférfarande att garantera att den erhéllna l6sningen
ar optimal? Ge en kort motivering till ditt svar.

(1p)




Uppgift 7

Avgor for vart och ett av foljande pastdenden om det &r sant eller falskt. Motivera
svaret!

a) Karush-Kuhn-Tucker-villkoren for problemet

max f(z)
da =z >0,
dar z € R™, kan tecknas som
8f(z) . 0f(z) .
—8:17 SO, ]=1,...,TL, OChQZj-—an—:O, jzl,...,n.
(1p)
b) Lat v: R — R med
v(b) = min 17z; + 1lz
da 7CL'1 + 3xs 2> b
31171 -+ 5332 Z 7
Z1 ) T2 Z 0.
D& ar v'(12) = —2. (1p)

¢) Om funktionen f : R — R\{0} &r konvex pa hela R si &r funktionen 1/f
konkav pa hela R.
(1p)




