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Uppgift 1

En maskin innehaller n stycken komponenter som alla maste fungera for att ma-
skinen som helhet skall fungera. Varje komponent byts darfér ut innan den passerat
sin livslangd, vilken &ar k; tidsenheter, for j = 1,...,n. Varje k; kan antas vara
ett positivt heltal. Kostnaden for komponent j &r ¢; kronor. Kostnaden for att
vid en tidpunkt byta komponenter ar d kronor, oavsett hur manga komponenter
som byts ut samtidigt. Tidsatgangen for att byta komponenter ar helt forsumbar.
Betrakta en planeringshorisont pa 7" tidsenheter, dar 7' > k; for j = 1,...,n, och
lat t = 0,1,2,...,T vara de tidpunkter da komponenter kan bytas ut. Antag att
vid tidpunkten ¢ = 0 ar alla komponenter nya.

Formulera en linjér 0/1-modell for problemet att minimera den totala kostnaden for
komponenter och komponentbyten inom planeringshorisonten, givet att maskinen
alltid skall fungera. Anvand variabler z; som &r 1 om komponent j byts ut vid
tidpunkt ¢, och 0 annars, samt variabler y; som ar 1 om nagon komponent byts ut
vid tidpunkt ¢, och 0 annars.

[Ledning: Eftersom komponent j har livslangd k; maste den for varje ¢ bytas vid
minst en av tidpunkterna ¢, t +1,..., t+ k; — 1] (3p)

Uppgift 2

Betrakta systemet

41’1 — o — 21’3 — 5!13'4 + 71’5 = 8
—2x1 + 2129 4+ x3 + 4y — OSx5 = —4
Al s i) y T3 y T4 y Iy Z 0

a) Arz = (1,1,1,0,1)T en hérnpunkt i den mingd som definieras av systemet?

Varfor (inte)? (1p)
b) Géller zy = x3 = x5 = 0 i nagon hérnpunkt? Varfor (inte)? (1p)
¢) Ar z =(3,0,2,0,0)” en hérnpunkt? Varfor (inte)? (1p)




Uppgift 3

Betrakta problemet

min f(z) = 23 + 322zy + 223 + 311 + 319
da T1T9 S 1.

a) Teckna Karush-Kuhn-Tucker-villkoren for detta problem. (1p)

b) Visa att x = (=1, —1)7 &r en Karush-Kuhn-Tucker-punkt. (1p)

c¢) Visa att x = (=1, —1)T inte ar ett lokalt minimum.

[Ledning: Studera funktionen g(z1) = f(x1,1/z1) runt z; = —1.] (1p)

Uppgift 4

a)

Lat funktionen f : R" — R vara kontinuerligt differentierbar och konvex pa
R™. Lat vidare T € R"™ vara given och antag att d € R" ar en avtaganderiktning

for fiz.
Visa att om #; > 0 och t; > 0 &ar sddana att Vf(z + tid)'d < 0 och
VF(Z +tod)Td > 0 sa giller att

min ¢(t) = f(Z + td)

>0
fas for ett ¢ sadant att 1 < t < ts. (2p)

Betrakta problemet

mg% f(x) = a7 + 223 + 4z + 4y,
Te

Lat = (0,0)” och d = (—1, —2)". Anviind resultatet ovan for att avgora om

min p(t) = f(Z +t d)

t>0

fas for ett ¢ sadant att 3 < ¢ < 1. (1p)




Uppgift 5

Lisa och Lotta, som pluggar i LinkOping, har just skrivit varens sista tentamen och
ska fira detta genom att aka pa semester till Solkoping. Lisa och Lotta ska kora varsin
bil och nedanstaende nétverk beskriver méjliga fardvagar fran Linkdping (nod 1) till
Solkoping (nod 7). Ovriga noder i néitverket representerar en korsning eller ett byte
av hastighetsbegransning. Pa varje bage anges langden pa motsvarande stracka i
km och hastighetsbegrinsningen i km /h.

km, km/h 6. 110 6
% !

4,90

Lisa ar miljomedveten och vill vélja den vag som ar kortast, medan Lotta har kopt
en ny sportbil och darfor vill aka den vag dar den lagsta hastighetsbegransningen
ar sa hog som maojligt.

a)

b)

Bestam vilken vig Lisa ska aka genom att berdkna en kortaste vig (billigaste
véig) fran nod 1 till nod 7. (1p)

Bestam vilken vag Lotta ska aka genom att berdkna en vag mellan nod 1 och
nod 7 dar den lagsta hastighetsbegransningen ar sa hog som maojligt.
[Ledning: Hur ser Bellmans ekvationer ut for denna problemstéllning?] (1p)
Halvvégs framme inser Lisa att hon kort fel vig (inom nétverket) och hon
behover darfor finna en kortaste aterstaende vag till Solkoping.

Beskriv hur man ska modifiera det ursprungliga problemet for att, nar man
har 16st ett billigaste-vag-problem, som sidoinformation ska fa den billigaste
végen till SolkOping oavsett var i nétverket man star. (1p)




Uppgift 6

a) Givet foljande kappsécksproblem, dér olika variabler har olika 6vre och undre

granser.
Z* = max 3x1 + 4xy + 223
da 2z +4x9+ 303 <7
0<x <1
0<2y9<2
1 <23 <2

x1, T, x3 heltaliga.

Anvand tradsokning for att berdkna en optimallosning till problemet. Forgrena
over den variabel som har storst fraktionell del, avsok >-grenen forst och
anvind bredd-forst-sokning. (2p)

b) Hasse vill 16sa foljande kappsécksproblem.

Z* = max bxry — 4x9 + 323
da 3z; — 21, +223<5
0<z; <1
0<zy<1
0<z3<2

x1, T, x3 heltaliga.

Han har tillgang till en l0sare som forutsatter att samtliga koefficienter i prob-
lemet ar positiva och att variablerna ar binara. Hjalp Hasse att omformulera
problemet ovan sa att han kan anvinda denna losare.

Observera att det viktiga i losningsgangen &r att illustrera hur man generellt
kan gora denna typ av transformationer av ett problem, och inte att hitta en
speciallosning for just denna uppgift. (1p)




Uppgift 7

Avgor for vart och ett av foljande pastaenden om det ar sant eller falskt. Motivera
svaret!

a) Betrakta mangderna

X, ={z € R?* | xyzy < 1},
Xy ={z € R?* | xyz9 > 1},
Xy ={z e RY | myzy <1},
Xy ={z e RY | myzo > 1},

déar R? = {x € R* | 1,2, > 0}. Da géller att X;, X, och X3 ér icke-konvexa
och att X, ar konvex. (1p)

b) Definiera for varje b > 0 vérdet z(b) enligt

z(b) = max 3z + 4xy + 23
dé21’1+41’2+3$3§b
1>2;>0, j=1,2,3.

Lat 2. och 2/ beteckna vénster- respektive hogerderivator av z. Da géller att
2/ (2) =3/2 och 2, (2) = 1. (1p)
c) Givet problemet
f*= min f(z)

(P) da g(z) <0 [u>0
z e X.

Lat z(u) vara en optimallosning till Lagrange-relaxationen
h(u) = IIll)I{l f(@) +u"g(z).
Te

Da géller att

g(@(u)) £ 0= f* = h(u)
och att

9(@(u)) < 0= f* < h(u).

(1p)




