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Tentamen i TANA21 Berdkningsmatematik

Tid: 8°° — 12°°, Hjilpmedel: Formelsamling (Brandén/Skoglund), miniriknare.

Redovisa beridkningar och motivera svar. Flera uppgifter kan l6sas pa samma blad.
Betygsgranser ar 3: 10p, 4: 15p, 5: 20p.

Del A: Forklara och sirskilja termer och begrepp
1. (a) Ange maskinepsilon for ett flyttalsssystem med bas 2, 112 brakdelssiffror och exponent

mellan —16382 och 16383. (1p)
(b) Beskriv Runges fenomen. (1p)
(c) Forklara vad som menas med noggrannhetsordning hos numerisk integrering. (1p)
(d) Vad ér det for skillnad pa lokalt och globalt trunkeringsfel? (1p)
(e) Visa att f(z) = e” inte har nagra fixpunkter (antingen pa en analytisk sétt eller med
hjilp av en figur). (1p)

Del B: Anvinda algoritmer och tekniker

2. Lat z = 1 — v/1 — 22 med sma x. Antar att vi vill berdkna z pa en riknare med kéind
avrundningenheten p. Kor en berdkningsfelsanalys med maximalfelsuppskattningen for att

uppskatta relativt fel i z. (1p)
3. (a) Los
—gry+2my — g = 0,
21‘1 — T2 = 1,
2I3 = 0

genom LU-uppdelning av koefficientmatrisen A, f6ljt av framat- och bakatsubstitution.
Anvind partiell pivotering. (2p)

(b) Uppskatta relativt fel pa losningen i max-norm om

1 16 32 11
A= 5|32 10 22
0 0 27
och hogerleden har 2 korrekta decimaler. (1p)

4. Funktionsvirdena i féljande tabell &dr korrekt avrundade

z |06 08 1.0
fz) | 120 075 0.60

(a) Uppskatta f(0.9) med hjilp av den kvadratiska spline s (z) som interpolerar alla punk-
terna och uppfyller villkoret s’ (0.6) = 0. (2p)

(b) Berikna fol.(a f (z) dx med trapetsregeln, samt det fel som beror pa avrundning i funk-
tionsvérdena. (1p)

(c) Uppskatta f~1(0.8) med hjilp av kvadratisk interpolation med Lagrange-polynom. (1p)

5. Betrakta 3’ = —2%y + 3z, y(0) = 1, ¥’ (0) = 0. Anvind Euler framat och h = 0.1 for att
beréikna en approximation till y (0.3). (2p)



Del C: Bedoma forutsidttningar och resultat

6. Minsta kvadratmetoden kan anviindas for att hitta en polynom p (z) = co+c1z+. .. +cpp12™
som anpassar bra till m givna punkter (z;,y;), i =1,...,m.

(a) Lat n = 3. Foljande tabell visar den tid i sekunder det tog att hitta koefficienterna c¢;
pa en viss dator genom MATLABs polyfit kommando.
m | 5-10° 1.5-10° 4.5-10° 1.35-107 4.05-107
t ‘ 0.0999 0.1641 0.4474 1.3060 3.9111

Vilken aritmetiska komplexitet har polyfit? (1p)

(b) Den tid i sekunder det tog att berikna polynomet p (z) for ett 2 virde genom MATLABs
polyval kommandot visas i foljande tabell.

n|3-10 6-10° 12-107 24-10"7 4.8-10"7 9.6-10"
t\0.0426 0.0729  0.1396  0.3136  0.6446  1.3022

Vilken aritmetisk komplexitet har polyval? (1p)

(¢) Verkar polyval anvinda Horners schema? Motivera ditt svar. (1p)

7. Centraldifferens Dy f = %}W har anvints for att berikna derivatan till f (z) =
sin (z) 1 zg = 0.5. Berékningsfel foljer.

h | 107*2 10~ 10710 10~ 1073 1072
fe1\6.77~10—6 1.22-107% 1.11-1077 1.46-107% 1.46-1077 1.46-107°

(a) Vilken noggrannhetsordning férviintas? Stéammer den? (1p)

(b) Forklara varfor det inte lonar sig att anvinda ett alltfor litet A. (1p)

Del D: Héarleda teoretiska samband

8. (a) Lat T var en korrekt avrundad representation av talet x i ett flyttalssystem med basen
b, t siffror i brakdelen och exponent mellan e;, och enax. Visa att

T — 2|
S p
]
dér p = epr/2 och )y dr maskinepsilon. (1p)
(b) Visa att trianguliira ekvationssystem med n obekanta kan l6sas med n? aritmetiska ope-
rationer. (1p)
(c) Visa att det lokala trunkeringsfelet for Euler bakét ar O (h?). (1p)
(d) Hérled stabilitetsvillkoret for Euler bakat. (1p)

(e) Forklara varfor Regula-Falsi bor inte anvéndas for att hitta dubbelrotter. (1p)
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Svar till tentamen i TANA21 Berdkningsmatematik

Del A: Forklara och sirskilja termer och begrepp
1. (a) epr =272~ 1.93-10734

(b) Runges fenomen kan upptriada vid interpolation med polynom av hég grad och yttrar sig i sa
fall i form av stora oscillationer mellan interpolationspunkterna, typiskt i ndrheten av &ndarna
pa intervallet.

(¢) Noggrannhetsordningen beskriver hur fort minskar trunkeringsfelet med steg h. Om trunke-
ringsfelet Rr = O (hP), noggrannhetsordningen &r p.

(d) Vid lésning av ODE finns ett lokalt trunkeringsfel efter ett steg med metoden. Efter flera steg
ar felet globalt.

(e) Funktionen g (x) = e* — z har ett minimum i = 0, dér ¢’ () = e* — 1 gar till noll. Annars,
g’ (z) > 0 och g #r en viixande funktion for « # 0. Men g (0) = 1, och det betyder att g (z) > 1.

Del B: Anvinda algoritmer och tekniker

2. z2=1-vV1—-a2=1-V1—-a=1-vVb=1—c=d.

0z 0z 0z 0z 1 1
Az| S |=—=A —Ab —A —Ad| = |———=A —=Ab| + |A Ad
5 5] [ G 0]+ || + o] = s + [ 1+
< [“ L2 +|c|+|d|}~ [mQ T R T ”CQ]~3
=Hllevi=al " [2vh R 2 || =2t
Kancellation kan visas fran relativt fel ‘%| ~ %;‘—2 som #r stort nér x ar sma.
-2 2 -4 2 -1 0
3. (a) A= 2 -1 0 |Bytforstaochandraraden. A= -2 2 -1 | Kvoter: agi/ai, =
0 O 2 0 0 2
2 -1 0 2 -1 0
—5/16 och azi/a;; = 0. —16 % —% Och det leder till —1—56 ?—g —%1 Sa
0 0 2 0 0] 2
1 00 2 -1 0 010
5
L=|-% 1 0], U=(0 2% Y| P=1[100
0 0 1 0 O 2 0 0 1

Losningar &r y = (1,5/16,0)T och x = (16/27,5/27,0)7.
(b) Al = 4, [[A7Y|. = 32/27 ger koo (A) = 128/27 = 4.740740.... Vi kan ocksa beréikna
bl =1, |Ab|l, =0.5-10"2 och
1A%l

1%/l oo

|Abl|o

=92.37037...-1072.
bl

< Koo (A)

4. (a) Kvadratiska spline kan skrivas som

. { s (x), 0.6<z<08 _ a1 + by (15%6)4‘01 (:cag.6>2’ 0.6 <x<0.8
s2(2), 082 <10~ | ap+ by (5558) + 2 (5552)°, 08<2 <10
Vi vet att b b
1 1 2 c2
sﬁ(x)zﬁ—kw(m‘—@.ﬁ), 5’2(33):724'@(3:_08)
och koefficienterna kan bestammas med
B ar = 1.20,
s1(0.6) = 1.20, ar+bi+c1 = 0.75,
$1 (0&83 = 52(0.8), az = 0.75
s5(1) = 0.60 = 7
; b = 0.
508 - 0 ag + 02 +b012 - 8 60,
8/1 (0'8) o 3/2 (0.8) by 0.2 - b?

0.2 + 1061 = 2,



Vi far

1.20 — 0.45 (25062 0.6 <z <038
=9 075 - 090 (2208 2-08)"
75 —0.90 (25%2) +0.75 (245%2)", 08<z<1.0

och f(0.9) = s2(0.9) = 0.4875.
(b)

1

2
f(z)de ~T(0.2) = 07 (1.20 4+ 2 0.75 + 0.60) = 0.33
0.6

0.2
AT (0.2)| S 5 (4-05-107%) =2-107".
(¢) Med Lagrange metod

@)= 10 E=0T@=120) oo @=060)(@=120) o (z=060)(@—075)

(0.60 — 0.75) (0.60 — 1.20) ' (0.75 — 0.60) (0.75 — 1.20) " (1.20 — 0.60) (1.20 — 0.75)
och f~1(0.8) ~ p(0.8) = 0.74814 . ..
5. (a) Lat u=1y" och 290 =0, 1 = 0.1, 22 = 0.2, 3 = 0.3 (h = 0.1). Problemet

z' = (fi)l = <—x2:+ 336) =f(z)

kan 16sas med Euler framat:
Yes1) _ Yr + huyg
Uk 41 u + h (—xiy, + 3xi)

Man far y; = 1, u1 =0, y2 = 1, ug = 0.029, y3 = 1.0029.

Del C: Bed6ma forutsittningar och resultat

6. (a) Lat t (m) ~ cm?. Studera kvoten |t (3m) |/|t (m) | ~ 3P

m t(m)| [t(3m)]|/]t(m)]
5-10° | 0.0999 1.6426
1.5-105 | 0.1641 2.7264
4.5-105 | 0.4474 2.9191
1.35-107 | 1.3060 2.9947
4.05-107 | 3.9111
sap=1.
(b) Lat t (n) ~ kn?. Studera kvoten |t (2n) |/|t (n) | ~ 24
n lt(n)| [t(2n)|/]t(n)]
3-105 |0.0426 1.7113
6-10% | 0.0729 1.9150
1.2-107 | 0.1396 2.2464
2.4-107 | 0.3136 2.0555
4.8-107 | 0.6446 2.0202
9.6-107 | 1.3022
sa q=1.

(¢) Berdkningen av ett polynom med Horners schema har komplexitet O (n). Det ér rimligt att
anta att MATLAB anvénder Horners schema.

7. (a) Felkvoterna fel(10h)/fel (h) dr

h | 1072 101 10~10 10-* 1073 10~2
fel | 6.77-107¢ 122-107% 1.11-1077 1.46-107% 1.46-1077 1.46-107°
felkvot 0.18 0.09 100 100

och forvintades noggrannhetsordningen &r 2. Det stdimmer bara for h € [10_4‘7 10_2].

(b) Trunkeringsfelet (som ger noggrannhetsordningen) beror pa h? och minskar da A — 0 medan
berikningsfelen istillet beror pa h~=2 och 6kar da h — 0. Det beror pa att det dr kancellation
i uttrycket.



Del D: Hirleda teoretiska samband

8. (a)

Ett reellt tal pa formen & = m - b® dr normaliserat om 1 < |m| < b. For att representera talet
x 1 ett flyttalssystem med ¢ siffror i brakdelen behéver m avrundas till m. Eftersom de tal
mellan 1 och b som kan representeras exakt i flyttalssystem sitter pa avstand ), géller att

i —m| < M
2
och
T—2  m-b—m-b| [m—m| _em
B Im - b¢| ~m[ T 27

T.ex. systemet Lx = b, med L € R"*™ undertrianguldra, kan skrivas som

l11 Z1 by
lor a2 T2 by
I31 Iz 33 x3 | — | b3
lnl ln2 ln3 s lnn Tn bn

For att 16sa forsta ekvationen behover vi en a.o.: 1 = by /l11. Andra ekvationen ér 16st med 3
a.0.: 3 = (by — la1 - 1) /laa. Den k:e ekvationen ger

k—1
b, — Zm:l lkm - Tm

lek

T =

som kan beréknas med 2 (k — 1) + 1 a.o.. Komplexitet beriknas som

n n n—1
Z[Q(kfl)wtl]:QZ(kf1)+n:22k+n:2w+n:n2.
k=1 k=1 k=0

En Taylorutveckling ger

=y (zr) —y (@K —h) = hf (zK,y (z1))
=yr — [y — by (2x) + O (h?)] = hfi, = O (h?)

eftersom y' = f.

Euler bakat pa testekvationen 3y’ = Ay med hy = h ger

1
= hA = = ——VYk-
Yk+1 = Yk + NAYR+1 Yrt1 = T\ Yk

Amplifikationsfaktor (1 — hA) ™" ger stabilitetsvillkor |1 — AA| ™" < 1, det vill séiga om |1 — hA| >
1, vilket dr sant for alla b > 0 om Re (\) < 0. Euler bakat dr ddrmed en ovillkorligt stabilt
metod.

Regula-Falsi kréiver f (x5+1) - f (vx) < 0 1 varje iteration k, som kan vara aldrig sant om man
studerar problem med dubbelrétter.
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