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Tentamen i TANA21 Berdkningsmatematik

Tid: 8°° — 12°°, Hjslpmedel: Formelsamling (Brandén/Skoglund), miniriknare.

Redovisa beridkningar och motivera svar. Flera uppgifter kan l6sas pa samma blad.
Betygsgranser &dr 3: 10p, 4: 15p, 5: 20p.

Del A: Forklara och sirskilja termer och begrepp

1. (a) Hur manga korrekta decimaler och signifikanta siffror har 7 = 3.1415? Kom ihag:
7 = 3.1415926535 . .. (1p)

(b) Forklara vad som menas med en algoritms aritmetiska komplexitet. (1p)

(c) Vad #r det for skillnad pa approximation och interpolation? Kan minsta kvadratmeto-
den anviindas for att bestimma en kurva som gar genom givna punkter? (1p)

(d) Skriv om y"”" + 2%y’ = y + cos(z), y(0) =1, ¥'(0) = —1, 3”(0) = 0, till system av
forsta ordningen. (1p)

(e) Visa att f(z) = e~® har en fixpunkt i intervallet 0 < x < 2. (1p)

Del B: Anvinda algoritmer och tekniker

2. Lat T = 2.233 vara korrekt avrundat. Berdkna z = In (e”) med felgrins. Avrunda svaret z
till 3 decimaler. (OBS: maximalfelsuppskattningen ska anvindas.) (1p)

3. Lat
02 -02 -03

A=1(04 —-04 02

0.3 04 0.4
LU-faktorisera A. Anvind partiell pivotering. (2p)
4. Lat foljande tabell vara given
TN
u(x) ‘ 1 % 25—7 0 0

(a) Uppskatta u(9/44) med hjilp av kvadratisk interpolation med Newton-polynom. (1p)
(b) Uppskatta 4(9/10) med hjilp av kvadratisk interpolation med Lagrange-polynom. (1p)
(¢) Berikna tva approximationer till «”(1/2) med Dy D_. (1p)

5. Funktionen In (z) kan definieras som

Lat = 4.0+ 0.5-107! och T = 4.0.

(a) Berékna In (Z) genom mittpunktsregeln med h = 1. (1p)
(b) Identifiera alla felkéllor och gora en grafisk illustration pa dem. (1p)

6. (a) Beriikna en numerisk 16sning till

I
<
)

y' ol <2,
1

y(1) = 3,

med Euler bakat och steglingder hg = hy = 1/2. (1p)



(b) Anviand Dy D_ och Dy med h = 0.25 for att diskretisera

fu”+(1716x2)u’ = 0, 0O<zxz<l,
u(0) = 1,
u(l) = 0.

Eliminera randvillkoren for att fa ett ekvationssystem Av = b. Ange A, v och b. (1p)

Del C: Bedoma férutsattningar och resultat
7. Diskutera mojligheten att numeriskt berékna ett noggrant ndrmevarde till y = 17%5(“") for
nagot x ~ 0. (1p)

8. Fuktionen cosh (z) integreras med Simpson 3/8 regel (liksom vanlig Simpson, men med tred-
jegradspolynomer istéllet) dver intervallet [0, 1]. For olika antal delintervaller, n (som maste
vara delbart med tre), har beloppet av trunkeringsfelen uppskattas enligt tabellen nedan.

n_ | 30 60 120 240
|RT(n)|\8.38-10—9 5.24-10710 3.27.107 2.05-1071'2

Den tid, ¢, i sekunder det tog att gora berdkningarna visas i féljande tabell.

n [3-10° 9-10° 2.7.107 8.1-107
t(n)\ 0175 0.545  1.660  5.038

(a) Vilken noggrannhetsordning har metoden? (1p)
(b) Vilket n behovs for att trunkeringsfelet ska understiga 107147 (1p)
(c) Vilken aritmetiska komplexitet har metoden? (1p)

9. Newton-Raphsons metod har anvints for att hitta roten z* = 1 till ekvation z# + 22 = 322.

I tabellen nedan finns de fel av de forsta iterationerna tabulerade. Ar konvergensordningen
som forvintad? Motivera ditt svar.

k|l
0 0.1
1| 0.529e-1
2 | 0.273e-1
3 | 0.139e-1
4 | 0.701le-2
5 | 0.352e-2
(1p)
Del D: Hirleda teoretiska samband
10. (a) Visa att
[Ax]| |Ab||
<k(A)
6] b
for inducerade normer om Ax = b och A (x + Ax) = b + Ab. (1p)

(b) Visa att exakt tvé tilliggsvillkor behovs for att interpolera en funktion f(z) i punkterna

i, ©=1,...,n med en kubisk splinefunktion. (1p)
(c) Lat
3 —h)+0 —2h
D2 (h) — f(l'o) + af (.I'O 5 )+ f(ZCO )
Bestdm a och b sa att Dy (h) &r en andraordningen approximation till férstaderivatan
av f 1 xg. (1p)

(d) Visa att Newton-Raphsons metod konvergerar kvadratiskt for enkelrotter. (2p)
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Svar till tentamen i TANA21 Berdkningsmatematik

Del A: Forklara och sirskilja termer och begrepp

1.

(a) Am =9.26-107° leder till |Ar| < 0.5-1073: 3 KD och 4 SS.

(b) En algoritms aritmetiska komplexitet dr antalet aritmetiska operationer, det vill siga addi-
tioner, subtraktioner, multiplikationer och divisioner, som krévs for att utféra algoritmen.
Vanligtvis anges den aritmetiska komplexiteten som funktion av en parameter som beskriver
problemets storlek.

(c¢) Vid interpolation stks en funktion som gar genom givna punkter, vilket inte krivs vid approx-
imation. D& anpassas istéllet en funktion av en viss form till givna data.
Approximation ofta genomfors med minsta kvadratmetoden: ett ekvationssystem Ac =y kan
16sas i minsta kvadratmening genom att hitta ¢ som minimerar ||Ac — y||,. For att bestimma
en kurva som gar genom givna punkter, man loser Ac =y exakt istéllet. Den ritta l6sningen
c ocksa minimerar ||Ac —y||, = 0. Det betyder som minsta kvadratmetoden kan anvindas
ocksa for interpolation.

y=1y y/:v, y(()):]_,
(d) Sétt teex. ¢ v=1y" ger ¢ v =u, v(0) = —1,
u=1y" v =y —x%v+cos(x), u(0)=0.

(e) Sétt g (z) = e~® — x: fixpunkter till f &r nollstéllen till g.
Funktionen ¢ #r kontinuerlig i [0,2], g(0) = 1 > 0 och ¢g(2) = e 2 — 2 < 0. Bolzano sats
garanterar att g har en nollstélle i intervallet 0 < x < 2.

Del B: Anvinda algoritmer och tekniker

2. OBS: Ber#kningar genomfors inte pa datorn och alla tal lagras exakt!

4.

zZ =In (e”) = T och T korrekt avrundat leder till [Az| < 0.5-1073.

Lat € mellan T och z. Medelvirdessatsen ger

0z

e Az

r=¢

|Az| =

1
_ PR
_‘ef esAx

=|Ar|<05-107°

och z = 2.233 £ 0.5 - 1073, (Maximalfelsuppskattning ger approximativ samma resultat)

04 —-04 0.2
Byt forsta och andra raden. [ 0.2 —0.2 —0.3| Kvoter: as1/a11 = 1/2 och azi/a;; = 3/4.
0.3 04 0.4
0.4 —-0.4 0.2 0.4 —04 0.2
1/2 0 —0.4 | Byt andra och tredje raden. [ 3/4| 0.7 0.25
3/4 0.7 0.25 1/2 0 —0.4
04 —04 0.2

Kvot: aza/aze = 0. 3/410.7 0.25

1/2 0] —04

1 00 04 —-04 0.2 01 0
SaL=|(3/4 1 0], U=1[0 07 025), P=10 0 1
1/2 0 1 0 0 04 10 0
(a) Newton med z =0, =1 och 2 = : p(z) =1 - 2=, p() = 3.
OBS: férstagradspolynom for att (0,1), (4, 32) och (1,2) ligger pa samma linje.
(b) Lagrangemed z =%, 2 =2 ochz =1: q(z) = 32 (z — 3) (z — 1), q(%) =—%-
“ F (@ + 1) = 2f (w0) + f (20 ~ )
o + — Xo) + To —
DD (W), = G
u" (1)~ DyD_ (/4,1 = 32,
u" (3) = DyD- (1/2)],_1 = 5



5. (a)
1 1 1 2 2 2 142
ln(x)%M(l)zl-[—k—k}:—F—i—::1.35238...
3T T35 7105

(b) Trunkeringsfel och felfortplantning av fel i indata. Eventuell avrundingsfel i utdata.

6. (a) Anvind Euler bakat:

Yitl =Y _ i o Yi
hi - yl+le . :> yl"l‘l o ]. - hi67$i+1
y(D)=y0=3, y(3/2) ~y =3.37672..., y(2)~ys=3.62180...

(b) Lat o =0, 21 = i, To = %, T3 = %, x4 = 1 och skriv

_ Uig1 = 2ui + Uiy ) Uip1 — Ui—1
h? 2h

dér h = i, ug =1, ug = 0 och u; =~ u (x;). Skriv om till system

+ (1 - 1627

K2

=0, i=1,23,

1 (N 1

-16 32 -—16 U1 0

0 -10 32 —22 uy | = |0

0 0 0 32 =32 U3 0

0 0 0 0 1 Uy 0

och eliminera randvillkoren for att f& Av = b med

32 —-16 0 Uy 16
A=1|-10 32 =22 v=|us b=1|0
0 0 32 Uus 0

OBS: Losningen till problemet ges i 4.

Del C: Bedoma forutsiattningar och resultat

7. Om z ~ 0 fas kancellation vilket medfor stort relativt fel i y. Skriv om som
1 1

1 1 1 1 1
= 1o (1-ca? ot )= et
Y x2{ ( 2" T Tt T )} 5 " Tt T

Varannan term blir negativ, men dessa ar av olika storlek om beloppet av z &r litet.

Annars, man kan skriva om genom att multiplicera med konjugatet

_1- cos(z) 1+ cos(z) _ sin?(z)
x2 1+cos(z) a2 (14 cos(x))

En tredje alternativ for att undvika kancellationer &r att anvinda den trigonometrisk formeln

.o (r\ 1—cos(x) 2 L,
S11 (5)—72 = y—?SIH (5)

8. (a) Lat |Ry (n)| = cn~P. Studera felkvoten |Rp(n)|/|Rr(2n)| ~ 2P
n | [Rr(n)|  [Rr(n)|/|Rr(2n)]

30 | 8.38-107? 15.99
60 | 5.24-10710 16.02
120 | 3.27-10~11 15.95

240 | 2.05- 10712

sa p = 4.
(b) |Rr (n)| = en™* leder till ¢ ~ |Ry (240)] (240)%.

10—14 10—14
Rr(n)| <107 & <10 & nit< ~ ,
(B (n.)] < e = " =T T Ry (240)] (2400

Det betyder att

1+ |Rr (240)|
1014

sa n = 909 (antal delintervaller maste vara delbart med tre).

ny > 240 - = 908.1335. ..



(c) Lat |t (n)| = kn?. Studera felkvoten [¢(3n)|/|t(n)| ~ 3¢

n ()| [tBn)|/[t(n)]
3-10% | 0.175 3.11
9-10% | 0.545 3.05

2.7-107 | 1.660 3.03
8.1-107 | 5.038

sa q=1.

9. For att uppskatta konvergensordningen kan man berdkna féljande
log (|x5—x> /log (|M—$|) =1.006...~1.
|zg — a*| |zg — x*|

x* = 1 #r dubbelroten till 2 + 2z = 322. Den forvintade konvergensordningen #r dirfor 1 och vart
resultat stdmmer med teorin.

Del D: Hiarleda teoretiska samband
10. (a) Ax =b och A(x + Ax) = b + Ab leder till

AAx=Ab & Ax=A"TAb = |Ax]] < HA‘lH |Ab]| .
Pa andra sidan
~1
b=Ax = [b[[ <[A[lxl =[xl =[Al""[b]

och
[Ax]| _ A~ lAb] |Ab||

T
AT bl T

ol

(b) For att skapa en kubisk splinefunktion s med n punkter (n — 1 intervall) maste vi bestimma
4 (n — 1) obekanta koefficienter (4 koefficienter for varje tredjegradspolynom). Vi kan anvénda:

e n ekvationer fran n punkter (splinefunktion maste ga genom n givna punkter);

e 3 (n —2) ekvationer till (vi har n — 2 inviindiga noder dér s, s’ och s” maste vara konti-
nuerlig).

Antal obekanta: 4n—4; Antal ekvationer: 4n — 6; ... vi behover exakt tva tilligsvillkor.

(¢) Med Taylorutvecklingar

2 3
f(zo—h) = f(x0) = hf' (z0) + %f” (z0) — %f’" (0) + O (hY),

3
7 (e~ 20) = £ (z0) — 20" (z0) + 20° " (o) — 5" (w) + O (),

far vi
3+a+b a+2b h h?
Dy (h) = S22 (0) = S (o) + 7 (0 40) f7 (w0) — 15 (a+ 86) 1 (20) + O (1)
Systemet
3+a+b = 0,

a+2b = =2

a+4b = 0
har 16sningen a = —4 och b = 1.

(d) Netwon-Raphson metod ér en fixpunktiteration
Trt1 = ¢ (T)

med ¢ (z) =z — f (x) /f' (z). Fran Taylorutveckling kring x* f6ljer att

o o) = o (@) + ¢/ (2°) (ox — 2°) + 560" () (o — )



for nagot € mellan xp och z*. Om z* &r en enkelrot &r f (z*) # 0 och

sa
* 1 *
o (ox) ~ g (%) = 56 (€) (mn — ")
Tri1 x*
Om f ar tillrdckligt snall far vi att det finns en konstant C' sa att

wxi1 — 2% < Clay, — 2™

och konvergensen &r kvadratisk.
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