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Ingegerd Skoglund 2018-08-27

Tentamen i TANA21 Beridkningsmatematik
Tid: 14%° — 18%°. Hjslpmedel: Formelsamling (Brandén/Skoglund), miniriknare.

Redovisa berdkningar och motivera svar. Flera uppgifter kan 16sas pa samma blad.
Betygsgranser dr 3: 10p, 4: 15p, 5: 20p.

Del A: Forklara och sirskilja termer och begrepp

1. (a) Ett flyttal x ~ 7.56 - 10*° lagras pa normaliserad form i ett flyttalssystem med basen 2
och t = 52. Beriikna en 6vre gréns for avrundningsfelet (absoluta felet) som uppstéar. (1p)

(b) Gor en omskrivning av uttrycket y = v/ a* 4+ 4—2 sa att kancellation undviks da |z| = 0.

(1p)
1 -2 3

(c) Lat A= 2 8 3] och bestdm den av normerna ||A||s eller ||A||; som ger minst
-3 7 1

virde. (1p)

(d) Forklara hur rétter och nollstillen hiinger samman. (1p)

(e) Ge exempel pa en implicit metod som 16ser ordiniira differentialekvationer med begyn-
nelsevillkor. Vad dr fordelen med sadana metoder? (1p)
Del B: Anvinda algoritmer och tekniker

2. Lat w = M, dir x = 1.75, y = 7.39 och z = 0.271 alla &r korrekt avrundade. Berdkna w
z

med felgrians da w avrundats till 2 decimaler. (Maximalfelsuppskattningen ska anvéndas.)

(1p)
3. (a) Lat
-1 1 0 3
A=15 2 1| och b=| 5
0 4 3 26
LU-faktorisera A. Anvénd partiell pivotering. (2p)
(b) Los Az = b med hjélp av din LU-faktorisering. (1p)

4. Funktionsvirdena i féljande tabell &dr korrekt avrundade.

z | 1.0 1.3 1.6 1.9 2.2
fl@) | 10000 0.9385 07652 05118  0.1639

(a) Uppskatta f(1.7) med hjilp av kvadratisk interpolation med Newton-polynom.  (1p)

(b) Uppskatta f(1.7) med hjilp av det forstagradspolynom som approximerar alla punkter-
na i minsta kvadratmening. (1p)

(¢) Avgor om

s(z) =

1.0000 — 0.0615(25%0)?2, 1.0<z <13,
0.9385 — 0.123(Z5%2) — 0.0503(%552)?, 1.3 <z < 1.6,
ar den kvadratiska spline som interpolerar de 3 férsta punkterna i tabellen och uppfyller

villkoret s’(1.0) = 0. (1p)

1
5. Los ekvationen — — 6 = 0 med Newton-Raphsons metod. Gor en iteration med xy = 0.16.

x
Uppskatta felet i 1 med metodoberoende feluppskattningen(approximativt récker).  (1p)

6. Anvind Euler framat med h = 0.1 for att berékna en approximation till (1.3) da
y' =y —2ry, y()=-1,y (1) =2 (2p)



Del C: Bedoma forutsidttningar och resultat
7. En funktion f(z) integreras med en numerisk metod éver intervallet [0, 1]. Féljande trunke-

ringsfel har uppskattats for olika steglangder h:

h | 0.25 0.125 0.0625
[Rr(h)] | 1.3021-10-%  8.1380-10~5  5.0863-10~6

(a) Vilken noggrannhetsordning har metoden? (1p)
(b) Vilket h behovs for att trunkeringsfelet ska understiga 10787 (1p)
8. (a) Derivatan i © = 1 for en funktion f(z) har beridknats numeriskt med differensapproxi-
mationen Dy for olika steglingder h, enligt tabellen nedan.
h | 1/3 1/9 1/27 1/81
Do f(1) ‘ 2.76890078 2.72387845 2.71890333 2.71835088

Vilken noggrannhetsordning férvéintas? Stammer den? (1p)
(b) Forklara varfor det inte lonar sig att anvinda ett alltfor litet h. (1p)

9. Under vilka forutsidttningar d&r Newtons metod att foredra framfor Lagranges metod vid
interpolation? Motivera utforligt. (1p)

Del D: Héarleda teoretiska samband

10. (a) Lat S =tg+t1 + -+ + t, med exakta termer ¢;. Visa att beriikningsfelet fran additio-
nerna uppfyller |AS| < u(nlto] + nlt1] + (n — 1)[t2| + (n — 2)|t3] + - - - + |ta]). (1p)

(b) Visa att interpolation med Newtons metod ger ett undertriangulért ekvationssystem
med entydig 16sning, under antagandet att punkternas z-koordinater dr distinkta. (1p)

(c) Visa att trianguliira ekvationssystem med n obekanta kan 16sas med n? aritmetiska ope-
rationer. (1p)

(d) Visa att
fle—h)=2f(z)+ f(z +h)

5 = f"(x) + ch® + O(h")

och ange uttrycket for c.
(1p)

(e) Hirled stabilitetsvillkoret for Euler framat. (1p)
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Svar till tentamen i TANA21/22 Beridkningsmatematik

Del A: Forklara och sirskilja termer och begrepp
1. (a) p=0.5-2"%2 och |Az| < pu-7.56-10% < 8.4-10'3
(Vot+4-2)(Vot +4+2) rt

b - =
(b) Vat+4+2 rt 4442

(¢) [[Alfoo =13
(d) Ett nollstélle till funktionen f(z) &r en rot till ekvationen f(x) = 0 och tvirtom.

(e) Euler bakéat eller trapetsmetoden. De ér stabila for alla h > 0 och speciellt lampliga for s.k.
styva system av differentialekvationer.

Del B: Anvinda algoritmer och tekniker

2. Sitt f(z,y) = —Y; & =175+05-10"%  y=T7.39+05-10"2;  z=0.271+0.5-10"3
z
Y T —zy 7.39 1.75 1.75-7.39
Afl <Y az+12A Az| < . 00, RS ) <0.2
AFI S 12 80|+ |2 Ay| + =57 Az] < [5520.005] 4| S5220.005] + | =55 5=0.0005] < 0.26

@ = 47.72 ger |Rp| < 0.5-1072 och |Aw| < 0.26 4+ 0.5 - 1072 < 0.27 Svar: w = 47.72 + 0.27

5 2 1
3. (a) Byt forsta och andra raden. [ —1 1 0| Kvoter: as;/a;; = —1/5 och asi/a;; = 0/5.
0 4 3
5 2 1 5 2 1
—0.2 | 1.4 0.2 | Byt andra och tredje raden. 0 4 3
0 4 3 —021] 14 0.2
5 2 1
Kvot: (132/&22 = 14/4 0 4 3
—-0.2 0.35| —0.85
1 0 0 5 2 1 0 1 0
Sa L= 0 1 0}, U=|0 4 3 , P=10 0 1
-02 035 1 0 0 -0.85 1 00
1 0 0| 5 5
(b) Ly=Pb < 0 1 0/26 = y=| 26
—-0.2 035 1| 3 —5.1
5 2 1 5 -1
U=y & 0 4 3 26 = = 2
0 0 —-0.85|-5.1 6

4. (a) Newton med x = 1.3, © = 1.6 och z = 1.9:
p(z) = 0.9385 — 0.57766.. - (v — 1.3) — 0.445(x — 1.3)(x — 1.6)  p(1.7) = 0.6896333...

Det gar ocksa bra att anvinda Newton med x = 1.6, x = 1.9 och x = 2.2:
g(z) =0.7652 — 0.8447(x — 1.6) — 0.5249(z — 1.6)(x — 1.9) q(1.7) = 0.691233

(b) Ansats pa bra form: p(z) = c¢o + ¢1(xz — 1.6). Alla data i ansatsen ger

1 —06 1
1 03 0.9385
1 0 (CO) 0.7652
1 03 |\ |os118
1 06 0.1639

Normalekvationerna blir

(g 009> <20) ( %%2%%7) ger ¢o = 0.67588, ¢; = —0.699633..
. 1 —VU.



p(x) = 0.67588 — 0.699633..(x — 1.6) s& p(1.7) = 0.6059166..

s1(x) = 1.0000 — 0.0615 (24)* 10<z<13

s5(x) = 0.9385 — 0.123 (2513) — 0.0503 (213)*, 13<z <16

Kontrollera att s1(1.0) = 1, s1(1.3) = 0.9385, s2(1.3) = 0.9385, s5(1.6) = 0.7652, s'(1.0) = 0
och s7(1.3) = s5(1.3).
, —2-0.0615 [z —1 , —-0.123 —-2-0.0503 [« —1.3
5@ =—753 ( 0.3 ) (@) =3T3 ( 0.3 > 8t
s$)(1) =0, OK s,(1.3) = —0.41, s,(1.3) = —0.41 OK
Interpolationsvillkoren stdmmer ocksa sa detta &dr den ratta kvadratiska splinefunktionen.

1
5. ip1 =x; — S =22, — 627 ; zo = 0.16 ger 21 = 0.1664.

T3

1 _
uppskattat fel: |z —2*| < 21—
E

< 2.67-10* (verkligt fel: |z; —a*| < 0.1664—1/6| < 2.67-1074)

fr— / _— = —
6. Skriv om till system: Sétt t.ex. { Z: z, ger { 5, - u1) =—1,

Euler framat ger

Uip1 = u; + hv;

Vi+1 = V; + h(l - 2562)11,,

up = —0.8, up=—0.59, uz=—0.3704 ~ y(1.3)

Del C: Bedoma forutsidttningar och resultat

7. (a) Studera felkvoten |Rp(2h)|/|Rr(h)| =~ 2P

h | |Rr(h) |Rr(2h)|/| Rz (h)]
0.25 | 1.3021-103
0.125 | 8.1380-10° 16
0.0625 | 5.0863 - 10~6 16

sa p = 4.
(b) ¢-h* 2 5.0863- 107 ger ¢ ~ 0.33; ch* = 1078 ger da h ~ 1.3 - 1072, dvs 76 delintervall.
(Metoden #r Simpsons regel som dessutom kréiver jimnt antal delintervall.)

8. (a) Ansitt Df(1;h) =~ co + c,h?. Formeln

Df(1;9h) — Df(1;3h) _ co+cp(90)P — (co +cp(3h)7) _ (9h)" = (BR)” _
Df(1;3h) — Df(1;h) ~  co+cp(3h)P — (co +cph?) — (Bh)P —hP

ger 9.049.. for h = 1/27, och 9.00.. for h = 1/81, vilket tyder pa att noggrannhetsordningen #r
2.

(b) Trunkeringsfelet beror pa h eller h? och minskar d& h — 0 medan beriikningsfelen istillet beror
pa % eller h—lz och okar da h — 0. Det beror pa att det &r kancellation i uttrycket. Ett optimalt
h > 0 finns och ett alltfor litet h medfor ett storre fel i resultatet p.g.a. berdkningsfelen.

9. Att evaluera ett Newtonpolynom av grad n &r billigare (O(n) a.o. om Horners schema anvénds)
in att evaluera ett Lagrangepolynom (O(n?) a.o0.) Newtons metod #r alltsd att foredra framfor
Lagranges metod om interpolationspolynomet ska evalueras manga ganger.



Del D: Hirleda teoretiska samband

As;
10. (a) S=tog+t1+ta+---+1, Det giller |Asi| < u; Maximalfelsuppskattning ger
+
s2
oS as oS
IAS| S | =—As1 |+ |=—Asa| + -+ | =—As,| = |Asy| + |Asa| + -+ |Asy| <
0s1 0s9 0s

plto +ta| +lto+t1 +to| +-+lto+t+ta+ - +1t,]) <
plltol + [ta] + [to] + [ta] 4 [E2] + -+ 4 [to] + [t2] + [t2| + - + [tn]) <
p(nltol + nlta] + (n = Dlte| + (n = 2)[ts| + - + 2[tn 1| + [tn])
(b) Se exempelsamlingen 3.36.
(c) Ansats: pp(2) = c1 + c2(z —21) +es(z —21) (2 —22) + - Cppa(z —21) - (T — )
Ekvationerna blir

c1 -1 =f

c1 -1+ co(we — x1) = fa
01'1+02(1‘37l’1)+03(l’371‘1)(1‘37172) :fg <:>AC:f
cr- 1+ +cnpi(@npr —21) - (T — Tn) = o1

Losbart om det(A) # 0.

det(A) =1+ (w2 — w1) (w3 — 21) (23 — 22) -+ (Tny1 — 1) (Tpg1 — T2) - (Tpp1 — Tn)

dvs xo # x1, x3F T1, X3 F To,...krdvs, sa alla x; maste ha olika vérden.
h? h3 h* h®
(@) flo —B) = F@) — hf (@) + 5 () — 20 () + gy Fa) = o £ @)+

h? h3 ht h®
Fla+h) = F(@) + hf' () + 2 f"(2) + 5o (@) + S f @)+ 2 )+

= (fla—n) —2f@) + e+ 1) =
1 , h? n3 ht .

= ﬁ{f(x)~(1—2+1)+hf (a:)-(—1+1)+§f (x)(l—i—l)—l—gf (x)-(—l—&-l)—i-ﬂfw(x)(l—&-

5 2

1)+ %f”(x)(—l +1)+..]=f"(x)+ %f“’(m) + O(hh)
Svar: Ry = ch? + O(h?), dér c = & f"(z).

(e) Euler framat pa testekvationen y’ = Ay ( A negativt) ger y;r1 = (1 4+ h\)y;
Det kriivs att |1 +hA <1dvs —1<1+hA<1.

Olikheterna ger 0 < h < _72
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