Linko6pings universitet Berdkningsmatematik
Matematiska institutionen TANA21 / TEN1
Ingegerd Skoglund 2018-01-05

Tentamen i TANA21 Beridkningsmatematik

Tid: 8% — 12°°, Hjslpmedel: Formelsamling (Brandén/Skoglund), miniriknare.
Redovisa berdkningar och motivera svar. Flera uppgifter kan 16sas pa samma blad.
Betygsgranser ar 3: 10p, 4: 15p, 5: 20p.
Del A: Forklara och sirskilja termer och begrepp

1. (a) Skriv talet 648312975 pa normaliserad form i ett flyttalssystem med bas 10, 4 decimaler
och exponent mellan —9 och 9. (1p)

(b) Forklara hur trunkeringsfelet och hur avrundningsfelet paverkar resultatet vid berédkning
av differenskvoter. (Varfor 16nar det sig inte att anvinda ett alltfor litet h?) (1p)

(c) Bestdm en Gausstransformation M sa att

-2 9 1 -2 9 1
M|—-4 3 2| =10 asx ass
3 17 -5 0 azx ass
fér nagra ass, ass, ass och ass. (1p)

(d) Hlustrera, med en figur, ett illa-konditionerat ekvationssystem med en 2 x 2-matris. (1p)

(e) Skrivom y" = Ty" + 3y — 2y + x, y(0) = 2, y'(0) = 4, y"(0) = —1, till system av
forsta ordningen. Skriv systemet pa matrisform, 2z’ = Az + b. (1p)

Del B: Anvinda algoritmer och tekniker
x-y

2. Lat w =

(a) Antag att de relativa felen i x, y och z alla dr mindre &n 5%. Gor en uppskattning (mha.
maximalfelsuppskattningen) av det relativa felet i w. (1p)

(b) Antag att alla berdkningar utfors med ett relativt fel < p. Gor en berikningsfelsanalys
for w. Svara med ett uttryck for det relativa felet. (x, y och z antas nu vara exakta.)

(1p)
3. Funktionsvéirdena i foljande tabell &r korrekt avrundade.
z | 1.0 1.3 1.6 19 2.2
f(x) ‘ 1.0000 0.9385 0.7652 0.5118 0.1639

(a) Uppskatta f(1.5) med hjilp av kvadratisk interpolation. (1p)

(b) Uppskatta f(1.5) med hjilp av det andragradspolynom som approximerar alla punkter-

na i minsta kvadratmening. (1p)

(c) Uppskatta f(1.5) med hjélp av den kvadratiska spline som interpolerar de 3 forsta
punkterna och uppfyller villkoret s'(1.0) = 0. (2p)

2.2

(d) Berikna bésta mojliga approximation till f(z) dz med Simpsons formel, samt det
0

1.
fel som beror pa avrundning i funktionsvirdena. (1p)

4. For att berdkna tal av typen 1/n utan att anvénda division kan man 16sa ekvationen

1
— —n = 0 med Newton-Raphsons metod. Anvénd ett divisionsfritt uttryck och gér en itera-

x
tion med zy = 0.16, da n = 6. Uppskatta felet i 1 med metodoberoende feluppskattningen
(approximativt racker). (1p)



5. (a) Anvind Euler framat med h = 0.1 for att berdkna en approximation till y(1.3) da
Y =—-2zy, y(1)=-1L (1p)

(b) Betrakta nu v’ +zu' —u=5+=z, u(-2)=0.7, u(0)=-0.2.
Bandmatrismetoden (finita differensmetoden) med h = 0.5 ska anvéndas for att beréikna
en approximation till 16sningen. Ange, med siffror, pa valfri form det ekvationssystem
som behéver l6sas. (1p)

Del C: Bed6ma forutsittningar och resultat

6. Ett program fér Newton-Raphsons metod ger féljande resultat vid test av en ekvation med
kind rot z* = v/2:

i i |/ ()] |zi — 7| <
0 | 1.400000000000000 0.000202025 0.014213562
1] 1.407106781186548 0.000050506 0.007106781
2| 1.410660171779822 0.000012626 0.003553391
3| 1.412436867076458 0.000003156 0.001776696

(a) Vilken konvergensordning férvintas? Stdmmer den? (1p)
(b) Differentialekvationen 3’ = zy?, y(0) = 1, ska i forsta steget 16sas med trapetsmetoden
kombinerad med fixpunktsiterationen

Z,’+1 = 1 + 0045 . 212

for att berdkna y; = z, da h = 0.3. Avgor forutsidttningarna for att 16sa problemet.
(Loses ritt ekvation? Konvergerar metoden snabbt/langsamt/inte alls?)

(1p)

7. LU-uppdelningen fér en n X n-matris A har berdknats och L-matrisen anvéands sedan for att
16sa ekvationssystemet Ly = Pb.
(a) Foljande tabell visar den tid i sekunder det tog att 16sa Ly = Pb pa en viss dator.

n‘ 1000 2000 4000 8000
t‘0.00lSl 0.00483 0.0174 0.0662

Ar den aritmetiska komplexiteten som forvintad? (1p)

(b) Ett ekvationssystem Ax = b lostes med b = (2, 2, 2, 2)7. Nir hogerledet #indrades till
b= (2.1, 1.9, 2.1, 1.9)T sindrades l6sningen fran z = (1.1037, 0.9132, 0.6464, 2.0290)7
till = (0.9249, 0.6488, 0.8932, 2.4126)7. Bedom om indringen i losningen ir rimlig
da Koo (A) =~ 12.23. (1p)

2.-10713 2
4 1

ningarna for att erhalla god noggrannhet utan partiell pivotering. (1p)

(c) Ekvationssystemet Az = b ska 1sas i Matlab da A = < ) . Bed6m forutsétt-

Del D: Héarleda teoretiska samband

8. (a) Visa att ett Newtonpolynom av grad n kan evalueras i O(n) aritmetiska operationer.
(2p)

1
f(z) dz —T(h)| < c¢-h® dér T(h) ar trapetsregeln, ¢ en konstant och

x

(b) Visa att

Zo

Tr1 — Ty = h. (1p)
(c) Visa att det lokala trunkeringsfelet for Euler bakét dr O(h?). (1p)

(d) Hérled stabilitetsvillkoret for Euler bakat. (1p)



Linkopings universitet Berdkningsmatematik
Matematiska institutionen TANA21 / TANA22
Ingegerd Skoglund 2018-01-05

Svar till tentamen i TANA21/22 Beridkningsmatematik

Del A: Forklara och sirskilja termer och begrepp

1. (a) 6.4831-108

(b) Trunkeringsfelet beror pa h eller h? och minskar d& h — 0 medan beriikningsfelen istiillet beror
pa % eller % och okar da h — 0. Det beror pa att det &r kancellation i uttrycket. Ett optimalt
h > 0 finns och ett alltfor litet A medfor ett storre fel i resultatet p.g.a. berdkningsfelen.

1 0 0
o) M=|-2 1 0
1.5 0 1

(d) Hla konditionerat: om hogerledet stors flyttas losningen (skérningspunkten) mycket.

8
-l >
| ///
| ///
al 7
N P .
2 | stord ekvation P
| ///
il -
2y 15 2 25 3 35 4
u=1y u =, u(l) =2,
(e) Sétt teex. ¢ v=19y" ger v =uw, v(l) =4,
w=y" w=Tw+3v-2u+z w(0)=-1
u/ 0 1 0 U 0
P& matrisform: (v | = 0 0 1 v]+ (0
w' -2 3 7 w T

Del B: Anvinda algoritmer och tekniker

: A A A
2. (a) w="2"Y, 12z] 05 128 05 1221 2005
z || |yl |2
Aw| S LAz + 2 Ay + | =L Aw| < [Z20.05] + | 2L0.05) + |2L0.05] = 3Jw]0.05
V4 V4 z z z z
A
Svar: |Av] <0.15
|w|
N
Ty a |Aal |AD]
( ) w z } ) w 2 ) ‘a| — 1u’7 |b| — /’[/7
1 1 Ty Aw
| 1780 + 1 88 < | Zplay)| + Y] = 2] Svar: '|w' <2

3. (a) T.ex. enligt Lagrange: med z = 1.3, x = 1.6 och z = 1.9, (bést da f(1.5) soks)
(x —1.6)(z — 1.9) (x —1.3)(z — 1.9) (xr —1.3)(z — 1.6)
—0. 7652 511 :
P(@) = 09385 = g s = 1.0) T ms — a6 — 1) P oS 130 - 1.e)
p(1.5) = 0.831866...

eller Newton: p(x) = 0.9385 — 0.57766.. - (x — 1.3) — 0.445(x — 1.3)(z — 1.6)




(b) Ansats pa bra form: p(z) = co + ¢1(x — 1.6) + ca2(x — 1.6)2. Alla data i ansatsen ger

—-0.6 0.36 1
-0.3 0.09 co 0.9385
0 0 c1 0.7652
0.3 0.36 c2 0.5118
0.6 0.36 0.1639

e

Normalekvationerna blir

5 0 0.9 co 3.3794
0 09 0 c1 —0.62967 | ger c¢o = 0.769151.., c; = —0.699633.. c; = —0.518174..
09 0 0.2754 c2 0.549531

p(x) = 0.769151.. — 0.699633..(x — 1.6) — 0.518174(2 — 1.6)2 s& p(1.5) = 0.833933..

+ : <

b1 201 r—1 b2 202 z—1.3
’ _ Y1 e B ’ _ 2 «C2 (L= 1.9
5@ =53+ 03 ( 0.3 ) () =557 03 ( 0.3 )

b
sh(1) = ﬁ =0gerb; =0;s(1) =a1 =1; 51(1.3) = a1 + by + ¢; = 0.9385 ger ¢; = —0.0615
2 b
s2(1.3) = ap = 0.9385; s/ (1.3) = s)(1.3) ger 0% - ﬁ si by = —0.123

$2(1.6) = ag + ba + ¢o = 0.7652 ger ¢o = —0.0503

2
1.5-1.3 1.5-1.3
s2(1.5) = 0.9385 — 0.123 <03) —0.0503 (()3) = (.834144..

(d) S(h) = (h/3)(fo+ 4f1 +2fa +4fs+ f4)
5(0.3) = (0.3/3)(1 +4-0.9385 + 2 - 0.7652 + 4 - 0.5118 + 0.1639) = 0.84955

|AS| S (1/3)(|Afol +4IAf1] + 2|1 Afa] +4[Afs| + |Afa]) < 0.1(12-0.00005) = 6 - 107°

1

4. xjp1 = x5 — ?"771 =2z, —n- xf ; n==6, x9g=0.16 ger x1 = 0.1664.
z}

1
uppskattat fel: |z —2*| < 21—
Ex

< 2.67-10* (verkligt fel: |z; —a*| < 0.1664—1/6| < 2.67-10~4)

5. (a’) y/ = _233% y(l) = _1? To = 17 Yo = _17 h = 017 f(‘r7y) = _21':[/
Yit1 = Yi — h2x;y; = (1 — 2ha;)y;
= (1—2.0.1-1)-(—1) = —0.8
y2=(1-2-0.1-1.1)- (~0.8) = —0.624
ys=(1—2-0.1-1.2) - (~0.624) = —0.47424 ~ y(1.3)

) v +z-v—-—u=5+2z u(-2)=0.7, u(0)=-0.2,
h=0.5ger g =—-2, 21 =—-1.5, 20 = —1, x3=—0.5, x4 = 0.
Uj—1 — 2U; + Ujqq e et

Approximation av derivatan ger i punkten x;: i i o —u; =95+
T; 2 1 T
som vi skriver om till (ﬁ — %)ui,l + (_ﬁ —Du; + (ﬁ + ﬁ)UiJ’,l =5+u;.
Med i = 1,2, 3 erhalls
1 uQ 0.7
55 —-9 25 Uy 3.5 -9 25 Uy —0.35
5 -9 3 us | = 4 eller { 5 -9 3 us | = 4
45 -9 3.5 U3 4.5 4.5 -9 U3 5.2

1 U4 —-0.2



Del C: Bed6ma forutsittningar och resultat

6. (a) Newton-Raphson bér ha (minst) kvadratisk konvergens om det &r en enkelrot7 sap =2
forvantas i |z;41 —x*| = c|x;—2*|P. Berdkna p med (x) p ln( Sitl )/ In ( ) dir g; = | —x*|,
€i—1
ELLER studera kvoten ¢ = €;41/¢7. Om c inte gar mot en konbtant, testa om p = 1 och studera
kvoten ¢ = g;41/¢; istiillet.
) xXr; E&; = |1'z — x*\ €i+1/€22 Cc= 5i+1/5i P med (*)
0|z 1.42..-1072 35 0.5
1|z 7.10..-1073 70 0.5 1
2|z 3.55..-1073 140 0.5 1
3|2y 1.77..-1073
Det verkar inte stimma att p = 2 medan om p = 1 dr ¢ en konstant ungefir 0.5 ELLER p
berdknas till 1. Det verkar som vi har en dubbelrot hér.
(b) yl:nya y(o)zla IOZ(), .rl:h, 90:1 h:O3 f(x y):xyz
h
trapetsmetoden: y; = 1o + §(x0y§ +z1y?) Ay = yo + = (h y?) =1+ 0.045y?
Sétt y1 = 2 och vi far att ekvationen z = 1 + 0.04522 ska 16sas med metoden
ziy1 = 1 +0.04522 = ¢(z;). Lampligt zo = 1 (ty y(0) = 1 bér ligga ganska niira.)
Studera ¢'(z) = 0.09z.  |¢'(1)| = 0.09 < 1 vilket tyder pa snabb konvergens.
7. (a) Forvintad aritmetisk komplexitet #r O(n?) fér undertrianguliirt ekvationssystem. Studera kvo-
ten t(2n)/t(n) ~ 2P
n t(n) t(2n)/t(n)
1000 | 1.81-1073 2.67
2000 | 4.83 - 1073 3.6
4000 | 1.74-1072 3.8
8000 | 6.62- 1072

Kvoten gar mot 4 sa p = 2 stammer.

Det relativa felet i 16sningen bor inte vara storre én vad den teoretiska uppskattningen ger:

[|A2]]o - [|Ab|oo 1Al 0.1
<1 A]lso - 1A |00 - = Kool(4) <12.23— < 0.6115
IEZ]RS [10] [1b]]oo 2
0.1788 0.1
. 1 0.2644 101 . [|Az||lc _ 0.3836
da |Az| = 0.2468 och |Ab| = 01 I praktiken blev det B < 50290 <0.19,
0.3836 0.1

sa forandringen &r inte orimligt stor.

Pa grund av det lilla pivotelementen kommer man att fa en stor multiplikator vid Gausselimi-
nationen. Det medfor att matriselementen kan bli stora och ddrmed fa stora avrundningsfel.
Det kan dessutom bli stora avrundningsfel under berdkningen och forutsédttningen for att
erhalla en noggrann 16sning &r inte sa god. (Matrisens konditionstal, ko (A) = 2.5, ér litet och
matrisen &ar darfor inte kénslig for storningar i hogerledet, vilket inte har med berdkningarna
under Gausseliminationen att gora.)

Del D: Hiarleda teoretiska samband

8.

()
(d)

) Se exempelsamlingen 4.24b).

|/ f(x) de ()\s/“\ ") (4 _ ao) (- a) dmﬁc/zlux—xoxx—ml)\ iz <

!
o 2! o

c/ h-hdz < ch®[z]Z} = ch® - h
o

Se exempelsamlingen 9.15b).

Euler bakat pa testekvationen ' = Ay (A < 0 ) blir y; 41 = (

1
1—nr)?



Villkoret blir att 1 < |1 — hA| krdvs {or stabilitet. Figuren nedan ger att villkoret &r uppfyllt

3r 1-h A .
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