Linko6pings universitet Berdkningsmatematik
Matematiska institutionen TANA21 / TEN1
Ingegerd Skoglund 2017-10-23

Tentamen i TANA21 Beridkningsmatematik
Tid: 14%° — 18%°. Hjslpmedel: Formelsamling (Brandén/Skoglund), miniréiknare.

Redovisa beridkningar och motivera svar. Flera uppgifter kan l6sas pa samma blad.
Betygsgranser ar 3: 10p, 4: 15p, 5: 20p.
Del A: Forklara och sirskilja termer och begrepp
1. (a) Relativa felet i a dr < 0.0025. Hur manga signifikanta siffror har a = 17.10237  (1p)

(b) Ett flyttal z ~ 4.44 - 10! lagras pa normaliserad form i ett flyttalssystem med basen 2
och t = 52. Ange en 6vre grins for avrundningsfelet som uppstar. (1p)

(¢) Vad ér det for skillnad mellan kvadratisk interpolation och approximation med ett an-

dragradspolynom? (1p)
(d) Differentialekvationen 3y’ = —10y ska 16sas med Euler framéat. Forklara varfor man maste
vilja h < 0.2. (Vad kallas begreppet?) (1p)

2
(e) Ekvationerna z2 —9 = 0 och g—o — 0.1 = 0 har bada en enkelrot z* = 3. I vilket fall dr

roten illa-konditionerad? Varfor? (1p)

Del B: Anvinda algoritmer och tekniker

2
2. Lat z = %(y + cosy), dir z = 0.297 och g = 0.56 &r korrekt avrundade.

Berdkna z med felgrins da z avrundats till 5 decimaler. (Maximalfelsuppskattningen ska

anvindas.) (1p)
3. (a) Lat
-3 4 0 91
A=|-12 —-28 —-1.8] och b= —49
0 3.52 6.44 183.32
LU-faktorisera A. Anvénd partiell pivotering. (1p)
(b) Los Az = b med hjélp av din LU-faktorisering. (1p)

4. Funktionsvérdena i féljande tabell dr korrekt avrundade.

x| 430 440 450 460 470
f(g;)\1.37 142 148 155 1.63

(a) Uppskatta f(444) med hjilp av linjér interpolation. (1p)
(b) Uppskatta f(444) med hjélp av det forstagradspolynom (pa bra form) som approximerar
alla punkterna i minsta kvadratmening. (1p)
(c) Uppskatta f(444) med hjilp av den kvadratiska spline pa [440, 460] som uppfyller
villkoret s’(440) = 0. (1p)
470
(d) Berdkna bista mojliga approximation till (2) dz med trapetsregeln, samt det fel
430

som beror pa avrundning i funktionsvirdena. (1p)



5. Betrakta y' = —2zy, y(1) = —1.

(a) Anvénd Heuns metod och h = 0.25 {or att beriikna en approximation till y(1.25). (1p)
(b) Anvind trapetsmetoden och h = 0.25 for att berdkna en approximation till y(1.5). (1p)
(c) Betrakta nu istdllet v’ = —2zu, u(0) =co, u(l)=cy.
Bandmatrismetoden med h = 0.25 ska anvéndas for att berdkna en approximation till
losningen. Ange (pa valfri form) det ekvationssystem som behover 16sas. Matrisen ska
anges med siffervirden. (1p)

Del C: Bed6ma forutsittningar och resultat

6. En funktion f(z) interpoleras med en kubisk spline, med nagon typ av indpunktsvillkor, pa
intervallet [0, 1]. Féljande trunkeringsfel uppskattas i nagra delintervall som alla har lingden

: [Rr(h)] i [Rr(h)] i [Rr(h)]
h forsta intervallet centrala intervallet sista intervallet
0.1 8.33-10°° 9.06 - 10~° 5.20-10~*
0.05 5.21-1077 5.21-1077 2.64-1074
0.025 3.26-1078 3.26-1078 1.32-10~*
(a) Vilken noggrannhetsordning erhalls i de olika delintervallen? (1p)
(b) Vilket h behovs for att det maximala trunkeringsfelet ska understiga 107°? (1p)

7. Ett program for Newton-Raphsons metod avbryter iterationerna da abs(f(z)) < 10~7. Vid
test av en ekvation med kiind rot z* = /2 fas resultaten:

i i |f (i) |z — a*| <

0 | 1.000000000000000 0.005000000000000 0.4142135624

1 | 1.500000000000000 0.001250000000000 0.0857864377

2 | 1.416666666666667 0.000034722222222 (0.0024531043

3| 1.414215686274510 0.000000030036524 0.0000021239

(a) Vilken konvergensordning férvintas? Stdmmer den? (1p)

(b) Férklara varfoér noggrannheten i z3 fr simre in 1077. (1p)

8. Funktionsvéirden for en funktion f(x) har avrundats till 4 decimaler och f’(z) ska approxi-
meras med centraldifferensen

) LT D) = = 1)
OB = .

Trunkeringsfelet kan uppskattas som Ry (h) ~ 4h%. Vilket h bor viiljas for att minimera det
totala felet? (1p)

Del D: Hirleda teoretiska samband

9. (a) Lat S =to+t1+---+t, med exakta termer ¢;. Visa att beriikningsfelet fran additionerna

uppfyller [AS| S p(nlto| + nlta| + (n = Dt2| + (n = 2)[ts| + - + [tn])- (1p)
(b) Visa att en tridiagonal n x n-matris kan LU-uppdelas med 3n aritmetiska operationer
om pivotering inte behdver goras. (1p)

(c) Bestdm A, B och C samt avgor vilket p som giller, da

1 )
iz (A f@) + B fle+h)+C- f(x+2h)) = f'(x) + ORP). (1p)
A A
(d) Visa att |||$T|| < k(A) |||b|b||| for inducerade normer om Az = b och A(x+Ax) = b+ Ab.

(1p)
for inducerade normer om Az = b och A(z+Ax) = b+ Ab.
(1p)

Azl 1 ||Ab]]

e) Visa att
©) Tl = =) [l
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Svar till tentamen i TANA21/22 Beridkningsmatematik

Del A: Forklara och sirskilja termer och begrepp

1. (a) |Aal £0.0025-17.1023 < 0.43 - 10~ ! ger 1 korrekt decimal och diirmed 3 sign.siffror.
(b) 1 =0.5-2752 och |Ax| < pu-4.44 - 10* < 0.05
(¢) Vid kvadratisk interpolation bestims ett andragradspolynom som gar exakt genom 3 punkter.

Vid approximation bestdms ett andragradspolynom som passar bra till flera &n 3 punkter men
(formodligen) inte gar genom nagon av dem.

(d) For att Euler framat ska vara stabil krivs h < ==, Har dr A = —10 vilket ger h < 0.2. En

instabil 16sning avlagsnar sig mer och mer (hoppar upp och ned) fran den riitta 16sningen som
ska vara avtagande.

(e) Siitt fi(z) =22 -9, f2(z) = 22/90 — 0.1 och studera derivatan i z* = 3
fl@) =22, fl(3) =6, f(@) = 2/45,  f(3) = 1/15 = 0.0666...

I ekvationen fy(z) = 0 &r roten illa-konditionerad eftersom derivatans belopp ér litet. Da blir
roten mera storningskéanslig.

Del B: Anvinda algoritmer och tekniker

2

%(y—l—cosy); 2=0297+05-107%  y=056+0.5-10"2;

2
IAf] S |y + cosy)Ax| + |%(1 —siny)Ay| < 3131074

2. Sitt f(x,y) =

z = 0.06207 ger |[Rg| < 0.5-107° (eller 0.38 - 107°) och
Az <3.13-1074 4 0.5-107% < 3.2-10~* (i bada fallen) Svar: z = 0.06207 + 3.2 - 104

-3 4 0 -3 4 0 -3
3. (a) -12 -28 —-18 | ~| 04| —44 —-18] ~ O 4 —4 4 1
0 3.52 6.44 ﬂ 3.52  6.44 0 —0.8 5
1 -3 4 0 1 00
Svar: L= (04 1 U= —44 -1.8 P=(0 1 0
0 -08 1 ) 0 0 1

(b) Ly=Py = y=(91 —854 115)", Uzr=y =az=(-17 10 23)"

4. (a) T.ex. enligt Lagrange:
(z — 450) (z — 440)
=142—— A8 ——
p() (440 — 450) (450 — 440)’
eller Newton: p(x) = 1.42 + 0.006 - (z — 440)

(b) Ansats pa bra form: p(x) = ¢ + ¢1(z — 450). Alla data i ansatsen ger

p(444) = 1.444

1 0 (CO) 1.48 Normalekvationerna blir (O 10000> (CO) (76%55) et
1 10 | \°Y | 155 |
1 20 1.63

co = 1.49, ¢; = 0.0065 och p(z) = 1.49 4 0.0065(z — 450) s p(444) = 1.451

81($)—a1+b1 (I 440)+ 1(w 1?)40)2, 440§.’£§450

(s2 behovs inte da s1(444) soks.)
82( )—a2+b2 (m 450) + o (m—174(1)50) , 450 <z <460

b1 261 x — 440
/ _— [ —
S =135+ 10 ( 10 )

b
s7(440) = 1—(1) =0 ger by = 0; 51(440) = a1 = 1.42; $1(450) = a1 + by + ¢; = 1.48 ger ¢; = 0.06

444 — 450

s1(444) = 1.42 4 0.06 ( o

2
> = 1.4296



(d) T(h) = h(fo/2+ f1+ fa+ f3 + f1/2)
T(10) = 10(1.37/2 + 1.42 + 1.48 + 1.55 + 1.63/2) = 59.5

|AT| S h(JAfol/2 + [Af1] + [Afa] + |Afs] + [Afa]/2) < 10(4-0.005) = 0.2
5.y =—-2zy, y(l)=-1, xz0=1, yo=-1, h=025 f(z,y)=—2xy

(a) k1= f(xo,y()) =2, ko = f((EO + h,yo + hk‘l) = f(125, —05) = 1.25,
y1 = —1+4 %2%(2 4 1.25) = —0.59375 ~ y(1.25)

1-— hxi o
(b) yiv1 =y + 2(—22iy; — 2Ti11Yit1) Ger Yir1 = T+ hanes Y; sa
1-0.25-1
= = (—1) = —0.5714...
"TEEIE
Y= —— " (—0.5714...) = —0.2857... ~ y(1.5)

1+0.25-1.5
(¢) v’ =2zu, u(0)=co, u(l)=ocy,
h =0.25 ger xg =0, x1 = 0.25, x5 = 0.5, z3 = 0.75, x4 = 1.

Ui—1 — 2U; + Uy

Approximation av derivatan ger i punkten x;: + 2x; - u; = 0 som vi skriver

h2
om till %ui_l + (21‘1 — %)ul + %Ui—i-l =0. Med ¢ = ]., 2, 3 erhalls
1 (') Co
16 —-31.5 16 U1 0 —-31.5 16 Uy —16¢g
16 —31 16 uz [ =] 0 [ eller 16 —31 16 uy | = 0
16 —-30.5 16 U3 0 16 —-30.5 U3 —16¢;

1 Uy C1

Del C: Bedoma férutsattningar och resultat

6. (a) Studera felkvoten |Rp(2h)|/|Rr(h)| ~ 2P

[Br(2h)|/|Rr(R)[ 1 [Rr(2R)|/[Br(R)[ 1 [Rr(2R)|/| R (R)] §

h forsta intervallet  centrala intervallet sista intervallet
0.05 15.98 17.39 1.97
0.025 15.98 15.98 2
p= 4 4 1

(b) Sista intervallet: ¢- h ~ 1.32-107% ger ¢ ~ 5.28 - 1073; ch = 107> ger da h ~ 1.89 - 1073,

7. (a) Newton-Raphson bor ha (minst) kvadratisk konvergens om det #r en enkelrot, sa p = 2
forviintas i |z;41 — 2*| = c|z; — 2*|P. Studera kvoten ¢ = £;11/¢? ELLER beriikna p med

() p = () /(=) diir & = [a: — 2

€i—1
i z; g =z —a*| c=¢eip1/e7 pmed (%)
0 | 1.000000000000000 0.4142135624 0.5
1| 1.500000000000000 0.0857864377 0.333.. 2.26..
2 | 1.416666666666667 0.0024531043 0.352.. 1.98..
3| 1.414215686274510 0.0000021239

Det verkar stimma att p = 2 ty ¢ gar mot en konstant ungefir 0.35 ELLER. p beriiknas till 2.

(b) Att |f(z3)] < 1077 betyder inte att roten har ett fel < 10~7. Felet i roten uppskattas med
< |f(x3)|
' (3)|

fle+h) = flz—h)

|23 — 2”|

8. Satt D = 5
Fel fran avrundade f(z)-véirden, |Af;| < e, ger med maximalfelsuppskattning
€ € €
AD| < — 4+ —=—dére=0.5-10"*%
| |_2h+2h hdara 0.5-10

e

Totala felet blir |Rror| = ;

ha1.84-1072.

+ 4h? som minimeras da —% + 8h = 0 vilket ger h® = % sa



Del D: Héarleda teoretiska samband

As;
9. (a) S=to+ti+ta+--+1t, Det géller |Asi| < u; Maximalfelsuppskattning ger
;/_/
S2
os | |os 08
IAS| S | 7—Asy |+ | z—Asa| + -+ | =—As,| = |Asy| + |Asg| + -+ + |Asy| <
0s1 0sa 05y,

w(lto+t1]| +to+tr +ta|+--+|to+t1 +ta+ - +t,]) <
w(lto| + [t1] + |to]| + [ta| + |t2] + -+ - + |to| + [t1] + |ta] + -+ + |tn]) <
p(nlto] + nlt1| + (n — Dtz + (n = 2)[ts] + - - + 2[tn—1| + [tnl])

(b) Tridiagonal matris: (x &r element skilt fran 0)

z x 0 0 z x 0 0 T x 0 0 z z 0 0
x z x 0 m| ' z 0 m|z x 0 mlz x 0
0 z = = r T x m| o =z m|a  x
0 0 z =z 0 z = T x m| 2
I varje steg behover vi beréiknam:%(l a.0.) och 2’ =z —m=x*z (2 a.0.).
Detta upprepas i n — 1 steg. Totalt behovs 3(n — 1) & 3n a.o.
1
(c) Taylorutveckling ger ﬁ[/bf(m)+B~f(a:+h)+0-f(x+2h)}:
]‘ / h2 1 h3 " / 4h2 "
|4 f @)+ B (f@)+hf @)+ 5 8" @)+ 5 @)+ ) +C (@) +2hf @)+ 5 @)+
g . ! ! !
o '"<x)+...)} - ﬁ[f(x)-(A+B+C)+hf’(x)-(B+20)+h2~f”(:c)~(B/2+2C)+

WS- 7 (x) - (B/6 +8C/6) + .. ] = f"(z) + O(h?)
Villkor: A+ B+C =0, B+2C=0, B/24+2C=1gerA=1, B=-2,C=1
. 1.
B/6+8C/6 =154 Ry = ﬁ(h“ () +..) =0(h)
Svar: A=1, B= -2, C = 1. Noggrannhetsordningen ar p = 1.
(d) Az =b och A(x + Az) = b+ Ab ger AAx = Ab. Vi har 4 samband:
(1) Az =0, sa [[bl| <||A]- ||zl
(2) AAz=Ab si |JAB]| < [|A]|-[|Aal|
(3) Az=A"TAb sa |[|Az|| < [JA7] - [|Ab]]
(4) z=A"" sa |lzf| < [[A7][[o

Eftersom alla || - || > 0 kan vi multiplicera (1) och (3):
A Ab
o1l - 1]l < 1A]L-fell 11411 |48 och stuva om tit 1221 < ay. jary 1201
2|l ~———— [0l
r(A)
(e) Utnyttja sambanden i (d) och multiplicera (2) och (4):
1 [|Ab]]

- , [|Ax]]
[zl - [[AbIF < (Al [|Az]| - [JAZH] - [[pl] vilket ger > =
[zl = [JAI - lA=H] ell
—_———

r(A)
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