Linko6pings universitet Berdkningsmatematik
Matematiska institutionen TANA21 / TEN1
Ingegerd Skoglund 2017-08-21

Tentamen i TANA21 Beridkningsmatematik
Tid: 14%° — 18%°. Hjslpmedel: Formelsamling (Brandén/Skoglund), miniriknare.

Redovisa beridkningar och motivera svar. Flera uppgifter kan l6sas pa samma blad.
Betygsgranser ar 3: 10p, 4: 15p, 5: 20p.

Del A: Forklara och sirskilja termer och begrepp
1. (a) Skriv talet 0.00170821 pa normaliserad form i ett flyttalssystem med bas 10, 2 decimaler

och exponent mellan —9 och 9. (1p)
1

(b) Lat « = [ 2 | och bestdm den av normerna ||z||oo, ||2||1 eller ||z||2 som ger minst
-3

vérde. (1p)

(c) Ett ekvationssystem Az = b kan losas antingen genom en LU-uppdelning av A {6ljt av
framat- och bakatsubstitution, eller genom berdkning av A~ och multiplikation A~'b.
Forklara, genom att ange antalet operationer for de bada fallen, varfor den forsta vari-
anten ar att foredra. (1p)

(d) Forklara vad som menas med naturliga splines. (Vilket gradtal géller? Vilka villkor
giiller?) (1p)

(e) Vilka fixpunkter har g(z) = 222 — 27 (1p)

Del B: Anvinda algoritmer och tekniker

1
2. For att berikna f = (v/26 — 5)3 kan dven uttrycket g = ————— anviindas.
f= ) yeket 9= 55 1o
Antag v/26 = 5.09902 + 0.5 - 107°. Ta fram ett uttryck for det relativa felet i g och berikna
sedan dess vérde. (1p)
3. (a) Lat
-3 4 —6 1.8
A=1-12 28 —-18]| och b= 1|3.54
1.8 3.6 -84 5.52
LU-faktorisera A. Anvénd partiell pivotering. (2p)
(b) Los Az = b med hjélp av din LU-faktorisering. (1p)

4. Funktionsvirdena i féljande tabell &r korrekt avrundade.

x | 23 24 25 26 27
f(z) | 1428 1753 2164 2.658 3.232

(a) Uppskatta f(2.56) med hjilp av kvadratisk interpolation. (1p)
(b) Bestdm den konstant p(z) = ¢ som bést approximerar punkterna i minsta kvadratme-
ning. (1p)
(¢) Uppskatta f”(2.5) samt det fel som beror pa avrundning i funktionsviirdena. (1p)
5. Betrakta

y'+ay —y=0, y(0)=1, ¢'(0)=0.
Anviind Euler framat och h = 0.1 for att berdkna en approximation till y(0.3). (2p)



6. Ekvationen & = 1 4 0.0922 har en rot z* ~ 1. Anvind en numerisk metod for att berdkna
en approximation till roten med fel mindre én 10~°. (Ska visas med metodoberoende felupp-
skattning.) (1p)

Del C: Bed6ma forutsittningar och resultat

7. En viss integral har berdknats med ett program for trapetsregeln for olika steglidngder h.
Beriknade virden, T'(h), visas i tabellen nedan.

h | 05 0.25 0.125 0.0625
T(h) \ 0.71253023  0.70832679  0.70808890  0.70807438

(a) Vilken noggrannhetsordning #r forvintad och stdmmer den? (1p)
(b) Under vilken forutsiattning skulle det 16na sig att anvinda Simpsons metod istéllet for
trapetsregeln? (1p)
8. Matlab-funktionen polyfit har testats pa nagra olika sitt.
(a) Foljande tabell visar den tid ¢ i sekunder det tar pa en viss dator att berdkna ett
interpolationspolynom p av grad n med polyfit.
n ‘ 512 1024 2048 4096 8192
t 00875 0200 179 123 110

Vilken aritmetisk komplexitet verkar polyfit ha? (1p)
(b) Det ér siillan lyckat att interpolera polynom av sa hog grad som i tabellen ovan. Varfor?
(1p)
1
9. Se uppgift 2a): For att beriikna f = (v/26—5)3 kan dven uttrycket ¢ = ————— anvindas.
ppgift 2a) f=(v26-5) yeket 9 = 5 1 o)
Vilket av uttrycken far det minsta relativa felet? Motivera varfor! (1p)

Del D: Héirleda teoretiska samband

10. (a) For att berdkna en approximation till fab f(z) dz ska Simpsons formel anviindas. Dela

intervallet i 6 delintervall och visa att |[AS(h)| < (b—a)e om |Af;| <e. (1p)
(b) Visa att den aritmetiska komplexiteten {6r Simpsons formel ér linjér. (1p)
(c¢) Lat
o @) =27~ h) + flx—2m)
= 2 .
Vilken derivata approximeras med differenskvoten och vilken noggrannhetsordning har
den? (1p)
(d) Hérled stabilitetsvillkoret for Euler bakat. (1p)

(e) Lat A vara en n X n-matris och b en kolumnvektor av lingd n. Ett system av differen-
tialekvationer, dir z = z(z), kan da skrivas pa matrisform 2’ = Az + b.
Visa hur 2’ = Az + b loses med Euler bakat. Vad behéver utforas i varje steg? (1p)



Linkopings universitet Berdkningsmatematik
Matematiska institutionen TANA21 / TANA22
Ingegerd Skoglund 2017-08-21

Svar till tentamen i TANA21/22 Beridkningsmatematik

Del A: Forklara och sirskilja termer och begrepp
1. (a) 1.71-1073
() ||z]|oo = 3, ||2]|1 = 6, ||z||]2 = V14 ~ 3.74. Minst ir ||z||e = 3.

(c) LU, fram och bak kriver n®/3+n? +n? a.o. Inversen kriver 2n3 a.o. och matris-vektor-
multiplikation 2n? a.o. Eftersom inversen #r dyrare in LU-uppdelning #r det forsta
alternativet bést. Dessutom &r den algoritmen mindre stérningskénslig.

(d) Naturliga splines #r kubiska splines pa [a, b] med s”(a) = 0 och s”(b) = 0. Kubiska
splines ér styckvisa tredjegradpolynom. (En kubisk spline med naturliga éndpunktsvillkor
gar som en bojlig linjal genom de givna punkterna utan bdjning i férsta och sista noden.)

(e) =22 —x, ger x(x — 1) = 0 sa fixpunkterna #r z = 0 och z = 1.

Del B: Anvinda algoritmer och tekniker
1 -3

2. Sitt g = ————; = 5.09902 £ 0.5 - 10~5 Agl<|———A
it 9= L a | gINI(aJr5)4 al,
A 3.A A
relativt fel; | 29| < 2@ +5) - Aal _ 3lAal 1 g 00
g (a+5)* la + 5]
-3 4 -6 -3 4 -6 -3 4 -6
3. (a) [ —1.2 28 —-18 | ~ 04| 12 06 |byt20ch3:| —06] 6 —12]|~
1.8 36 -84 —06| 6 —12 04| 12 0.6
-3 4 -6
—06] 6 —12
04 02] 3
1 -3 4 -6 100
Svar: L= [ 06 1 U= 6 —12 P=(0 0 1
04 02 1 3 01 0

b) Ly=Pb = y=(18 66 157, Ur=y =z=(12 21 05"

4. (a) T.ex. enligt Lagrange:
Tz —26)(xr—2.7 T —25)(xr —2.7 Tz —25)(xr—26
p(z) = 2.164 (2(.5 - 2.6%&2.5 - 2.)7) +2.658 (2(.6 - 2.5;22.6 - 2.)6) +3.232 (2(.7 - 2.53&2.7 - 2.)6)

p(2.56) = 2.4508

eller Newton: p(z) = 2.164 +4.94 - (x — 2.5) + 4 - (x — 2.5)(z — 2.6)

Det gar ocksa att anvéinda x = 2.4,z = 2.5 och x = 2.6 vilket ger p(2.56) = 2.45044.
(b) Ansats p(z) =c¢ Normalekvationerna blir 5¢ = 11.235 och p(x) = 2.247

1.753 — 2-2.164 + 2.658

"(2.5) ~ 8.3
© 125 210
fo—2-fi+ fo 1 4 -0.0005
=Ty 18 S SALIH2AAA|FIAL]) < —5— =02
5. Skriv om till system: Sitt t w=y T u =, u(0) =1,
) v o system: Satt t.ex. ¢ J ge o = zv. 0(0) =0,

Euler framat ger

Uit = u; + ho;

Vi+1 = V; + h(UL — X Ui)

up =1, wue =101, wuz=1.0299 =~ y(0.3)

~ f(ak)
f'(xr)
med f(z) =0.0922 —x + 1, f'(x) = 0.18z — 1 och z¢ = 1 erhalls

6. Newton-Raphsons metod 1 = x



x1 = 1.109756. .. xo = 1.11111090. . .
Med z = 1.111111 ger metodoberoende feluppskattning

17— 2| = [f(@)] _ 1f(@)]

<1.2-1077 sa  #r tillréickligt noggrann.

GG

Del C: Bedoma forutsiattningar och resultat

7. (a)

(b)

Ansitt T'(h) &~ co + ¢,h?. Formeln

T(4h) = T(2h) _ o+ e, APhP = (o + ,2°h7) _ 2(2P=1) _,
T(2h) —T(h) co + ¢cp2PhP — (co + cphP) (2r —1)

ger 17.67 for h = 0.0125 och 16.38 for h = 0.00625, vilket tyder pa noggrannhetsordning
ar p = 4 medan det forvintade ar p = 2.

Hogre ordningens metoder, som Simpsons metod, ger hogre ordningens noggrannhet
bara om integranden f ar tillrackligt manga ganger deriverbar. For en integrand som
inte dr sa snéll finns det ddrmed ingen podng med att anvinda en mer avancerad och
dérmed mer tidskrdvande metod.

t(2n) N c(2n)P op
t(n) ~ cnp =2

0.299 1.79 12.3 110
—34., — 7 —598. 2 _687. — —894.
0.0875 0299 » g9 08T 3 =89

Ansitt ¢(n) = en? och studera kvoterna

Kvoten verkar ga mot 8 vilket tyder pa p = 3. Det verkar ocksa rimligt eftersom ett
linjért ekvationssystem behover losas.

Runges fenomen kan upptrida vid interpolation med polynom av hog grad och yttrar sig
i sa fall i form av stora oscillationer mellan interpolationspunkterna, typiskt i nirheten
av dndarna pa intervallet.

9. Da v26 =~ 5.099 beriknas i ett flyttalssystem kommer virdet att avrundas. Kancellation
uppstar vid subtraktionen med 5 i uttrycket for f. Uttrycket g dr kancellationsfritt och
kommer att ge ett mindre relativt fel &n f.

Del D: Hirleda teoretiska samband

10. (a)

S(h) = %(fo +4fi+2fo+4fs+2fs +4f5+ fo), h=(b—a)/6.och |Af;] <e.

h h
|AS(h)] < §(|Af0| + 4[Af1] + 2[Afo| + 4[Afs] + 2[Afa] + 4Af5] + [Afe]) < 5186 =
b—a

-6e =(b—a)e

Se a). Lat n = 6. For att berdkna S(h) krdvs n — 1 multiplikationer med 4 eller 2, n
additioner, 1 multiplikation med h och 1 division med 3, sa totalt 2n + 1 aritmetiska
operationer. Den aritmetiska komplexiteten &r dérfor linjar.

1
Taylorutveckling ger D = 2 flz)=2f(x —h)+ f(z — 2h)]

2 3 2
o[£ = 2(F@) — hf @)+ o ) = S ) ) )~ 2 )+ )

8h3 11!
?f (x)+.. } =
1 I h? " h? " ht (iv)
=@ =24 ) +hf (@) 2=2)+ (@) (244 + 5 (@) 2= 8)+ 1 ) (a):
) ! !
(=24 16) + .. } = f"(x) = h- " () + 1;12 (@) 4. = f (@) +cht + O(h?)
dir ¢ = — f"”’(z). Noggrannhetsordningen &r 1.

Se exempelsamlingen 9.16 b.

Euler bakat: z;11 = z; + h(Azi41 +b) ger (I — hA)z;41 = z; + hb dir (I — hA) &r en
matris och z; + hb en utrdknad vektor. I varje steg maste ett ekvationssystem losas. Da
A dr oberoende av x kan (I —hA) LU-uppdelas och i varje steg i Euler-metoden behovs
da en framat- och en bakat-substitution for effektivare 16sning.
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