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Tentamen i TANA21 Beridkningsmatematik
Tid: 14%° — 18%°, Hjsalpmedel: Formelsamling (Brandén), miniréiknare.

Redovisa berdkningar och motivera svar. Betygsgranser ar 3 : 10p, 4 : 15p, 5 : 20p.

Del A: Forklara och sirskilja termer och begrepp
1. (a) Hur manga signifikanta siffror har nirmevirdet da ¢ = 151.026 £+ 0.072? (1p)
(b) Foresla en omskrivning av /1 +  — +/1 — 2 som undviker kancellation da |z| = 0. (1p)

(c) Vilken noggrannhetsordning har en numerisk metod om F(h) = « + 3h% + 4hS dir
F(h) = ada h — 07 (1p)

(d) Beskriv Runges fenomen. (1p)

(e) Bestdm en Gausstransformation M sa att

10 5 0 10 5 0
M{—-4 3 2| =10 ax ass
7 -—15 8 0 az as3
fér nagra ass, ass, ass och ass. (1p)

Del B: Anvinda algoritmer och tekniker

2. (a) Lat z = 5606 och y = 3055. Vad blir y om berikningarna utfors i ett flyttalssystem
med bas 10, 3 decimaler och exponent mellan —9 och 97 Skriv svaret pa normaliserad
form. (1p)

(b) Betrakta ekvationssystemet Az = b dér

-3 1 1 -4 =25 -1 24.76
A=|6 0 —-2|, A'l=[1 05 0 | och b= | —37.38
-4 -4 1 -12 -8 -3 32.11
Uppskatta ||Az||oo/|]2||co om elementen i b &r korrekt avrundade. (1p)

3. Funktionsvérdena i féljande tabell &dr korrekt avrundade.

z | 0 025 05
f(z) | 1.65 175 1.83

(a) Avgor om

s(x) = 1.65+0.42 - x — 0.32 - 22, 0<x<0.25
T 1754 0.36(x — 0.25) — 0.24(x — 0.25)% + 0.32(z — 0.25)3, 0.25 <2 <0.5
ar en naturlig kubisk spline som interpolerar punkterna i tabellen. (1p)

(b) Uppskatta f00'5 f(z)dz med Simpsons regel samt det fel som beror pa avrundning i
funktionsvirdena. (1p)

(c¢) Uppskatta f(0.25) samt det fel som beror pa avrundning i funktionsvérdena. (1p)



4. Anvind foljande tabell i uppgifterna nedan.

x | 8 9 11 12
fx) | 165 175 183 178

(a) Uppskatta f(8.8) med hjilp av kvadratisk interpolation. (1p)

(b) Bestiim det andragradspolynom p(z) = cg + ¢1(z — 10) + c2(z — 10)? som bést approxi-
merar punkterna i minsta kvadratmening. (1p)

5. (a) Ekvationen sinz = x% — 1 har en rot z* ~ 1.2. Bestéim en approximation, Z, till roten
med fel mindre #n 107°. (Ska visas men strikt feluppskattning kriivs ej.) (1p)

(b) Beriikna en approximation till y(1) med Heuns metod och steglingd h = 0.5 da y loser

y' =2y -y, y(0)=1, y'(0) =1 (2p)
Del C: Bed6ma forutsittningar och resultat

6. En viss integral har beréknats pa dator med trapetsregeln for olika steglingder h. Beriknade
virden, T'(h), samt den tid, ¢, i sekunder det tog att gora berdkningarna visas i tabellerna

nedan.
h ‘ 0.1 0.05 0.025 0.0125
T(h) ‘ 78.36250 78.32689 78.31799 78.31576
h| 1073 10-* 10°° 1076
t ‘ 0.005231 0.033309 0.276025 2.750903
(a) Ar noggrannhetsordningen som forvintad? (1p)
(b) Verkar den aritmetiska komplexiteten vara som férvéntad? (1p)

(¢) Under vilken forutséittning skulle det 16na sig att anvinda Simpsons metod istéllet for
trapetsregeln? (1p)

7. (a) En viss tidsstegningsmetod for numerisk 16sning av ordinira differentialekvationer har
ett lokalt trunkeringsfel O(h*). Om h viljs s& att metoden &r stabil, vad bor det globala
trunkeringsfelet bli? Motivera svaret! (1p)

(b) I vilka fall &r det lampligt att vilja en implicit metod vid numerisk 16sning av differen-
tialekvationer? (1p)

Del D: Hirleda teoretiska samband

8. (a) Visa att ||Ax|| < ||A]| - ||=|| fér inducerade normer. (1p)
(b) Lat L vara en undertriangulér matris av storlek n x n. Visa att Lz = b kan 16sas med

n? aritmetiska operationer. (1p)

(c) Visa att Newton-Raphsons metod konvergerar kvadratiskt for enkelrétter. (2p)

(d) Visa att trapetsmetoden &r stabil for alla h > 0. (1p)
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Svar /korta losningar till tentamen i Berikningsmatematik

Del A: Forklara och sirskilja termer och begrepp

1. (a) 3 signifikanta siffror (ingen korrekt decimal).
) 2z
Vitz+y1l-x

(¢) Noggrannhetsordningen &r 2.

(d) Runges fenomen #r stora oscillationer i éindarna av intervall som upptrider vid polyno-
minterpolation av hog grad pa ekvidistanta punkter.

1 00
(&) M=|04 1 0
~07 0 1

Del B: Anvinda algoritmer och tekniker
2. (a) 5606 - 3055 = 17126330. Efter avrundning och pa normaliserad form 1.713 - 107.

(b)
1Az

{EZ]RS

A
I b||°° <9.23. %«)028

<1 A]los - 1A™Y |0 -
< [A]loo - [[A7] Bl = 3733

3. (a) Kontrollera om
s1(x) = 1.65+0.42 - 2 — 0.32 - 22, 0<2<0.25
s(z) = 2 3
sa(x) = 175 + 0.36(2 — 0.25) — 0.24(z — 0.25)% + 0.32(z — 0.25)3, 0.25 <z < 0.5
gar genom punkterna, har kont. s’(z) och s”(z) samt har s”(0) = 0 och s”(0.5) = 0.

(@) = si(z) =0.42 — 2-0.32z, 0<x<025
ST s (x) = 0.36 — 2-0.24(x — 0.25) + 3 0.32(z — 0.25)2, 0.25 <z < 0.5
y st (x) = —0.64, 0<z<0.25
s (.’L‘) = ”
sY(z) = —0.48+6-0.32(z —0.25), 0.25<z <05

(0.25) = 0.26, s5(0.25) = 0.36

s7(0.25) = —0.64, s5(0.25) = —0.48

(0) = —0.64, s5(0.5) =0

51(0) = 1.65, s1(0.25) = 1.735, $2(0.25) = 1.75, s2(0.5) = 1.83

Den givna splinefunktionen gar inte genom de givna punkterna och har inte heller
kontinuerliga derivator. Det naturliga randvillkoret dr bara uppfyllt i = 0.5. Nej,
detta dr ingen kubisk spline.

2
(b) S(h) = %(fo +4f1+ f2) = %(1 65+4-1.75 +1.83) = 0.87333...
h h 2
S="%(atabto), |AS|S S(1Aal+4AH +]Ad) < %(0.005 +4-0.005 +0.005)
0.0025
—2£(0.2 .
(c) f"(0.25) =~ DL D_f(0.25) = 1) f(()o%‘z) /05 _ —0.32
a—2b+¢ 2AD 3
7= g s IAZ|N| |—|—|h2\+|h2| 4e/h? = 0.32 di& h = 0.25 och
e=0.5-10"2.
. (x —9)(z —11) (x — 8)(x — 11) (x—8)(z—9)
4, Enligt L :p(z) = 1.65 1.75 1.83
(a) Enligt Lagrange: p(z) B—9E—11) oo Fur-s)ai-9

p(8.8) = 1.7332
(b) Ansats p(x) = co + c1(z — 10) + c2(z — 10)?

4 0 10 Co 7.01
Normalekvationerna blir [ O 10 0 ca ] =034
10 0 34 Co 17.3

p(r) = 1.815 + 0.034(z — 10) — 0.025(x — 10)?



f(zx)
[ (@)
med f(x) =sinx —z* + 1, f'(x) = cosx — 42® och zg = 1.2 erhalls
xr1 = 1.1783864... To = 1.1777041 ...
Med z = 1|1JZ(77) lger Tﬁﬁoﬂoberoende feluppskattning
. z)| T
N TGTRIE]
u =, u(0) =1,

. . e u=y
(b) Skriv om till system: Sétt t.ex. { =y ger { W = 2u—zv, v(0) = 1.

1 2 1.75
Heuns metod ger k1 = <2> ko = <2) Y = < 5 )
by — 2 I — 3.25 _(3.0625
t=\25) ™7 \225) 27 (31875

sé y(1) = 3.0625

5. (a) Anvénd t.ex. Newton-Raphsons metod zy11 =z —

< 4-107% sa 7 &r tillrickligt noggrann.

Del C: Bedoma forutsiattningar och resultat

6. (a) Ansitt T'(h) = co + c,h?. Formeln

T(4h) —T(2h) _ co+pf?h? — (co+¢,2°h7) _ (2 —1) _,
T(2h) — T(h) co + ¢p2PhP — (co + cphP) (2r — 1)

ger 4.00... for h = 0.025 och 3.99... for h = 0.0125, vilket tyder pa noggrannhetsord-
ning ar det férvantade p = 2.

(b) Ansitt t(h) ~ a,h~P. Formeln

t(h) _ aph7?

~ =10P
110 ~ e

ger 6.32... for h =107%,8.28... for h = 107° och 9.96. .. for 1075, vilket tyder pa att
kvoten verkar ga mot 10 och ge det forvantade p = 1.

(c) Hogre ordningens metoder, som Simpsons metod, ger hogre ordningens noggrannhet
bara om integranden f ar tillrickligt manga ganger deriverbar. For en integrand som
inte &r sa snéll finns det ddrmed ingen poing med att anvinda en mer avancerad och
dérmed mer tidskrdvande metod.

7. (a) Globala trunkeringsfelet ir O(h?) eftersom lokalt trunkeringsfel O(hPT!) ger ett globalt
trunkeringsfel O(hP).

(b) Pa grund av stabilitetsegenskaperna for en explicit metod kan det i vissa fall kréivas
mycket korta steglingder for att fa korrekt l6sning. Sa &r fallet t.ex. om ett system
av differentialekvationer &r styvt, dvs har en snabbt avklingande och en langsammare
komponent i 16sningen. En implicit metod har inget krav pa steglingden for att fungera.

Del D: Hiarleda teoretiska samband
A Ax
8. (a) [1AIl- llal] = sup WAL jjag > DAy 0y — jagy)
o ST

|||
(b) Ett undertriangulirt ekvationssystem loses med framatsubstitution, dvs

b
berékna x1 = T LI beridkning
1,1
by — 12,1 * X1

berdkna xo = : 3 berdkningar
la2
bs —ls1-z1—l32-x
beréikna z3 = —— 21 i 182772 .5 berékningar
3,3
b — 1 1oy — L oo — e — 1 e
berikna 1z, = —— ! 17 tn2 " 22 nn=l Inol g, berikningar

ln,n
14+2n—1

Totalt krdvs 1 +3+5+---4+(2n—1) = 5

n = n? aritmetiska operationer.



()

Newton-Raphsons metod ar en fixpunktiteration

Trr1 = g(T)

med g(z) =z — f(x)/f'(x). Fran en Taylorutveckling kring z* f6ljer att

(zp — x*)?

2

*

g(zr) = g(a®) + (v, — 2%)g () + g" (&) for nagot € mellan zj och z*.

Om z* #r en enkelrot dr f/(x*) # 0 och
[ @) = flan) (@) _ fla) (@)

) =1- @) BT

_ %)\2

Sa g(xy) — g(z*) = Wg”(g) och eftersom xy41 = g(zx) och g(z*) = z* far vi
(om f &r tillréckligt snéll) att det finns en konstant C' sa att

(@it — 7| < Clog — 22

och konvergensen &r kvadratisk.

1+ hN/2

Trapetsmetoden pa testekvationen y' = Ay (A < 0) blir y;41 = <1h)\/2

Villkoret blir att |1 + hA/2| < |1 — hA/2| krivs for stabilitet.

6 - . .

[1-h A/2]

[1+h A/2|

0 0.5 1 15 2

Figuren ger att villkoret ar uppfyllt for alla h > 0.
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